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` tehael Atiyah 曾 经 说 过 《“G。Mackey 有 次 对 我 说 的 - 
话 ， 我 认为 是 很 正确 的 。 在 数学 的 菜 个 领域 中 ,重要 的 本 西 党 
常 不 是 技术 上 最 困难 的 即 最 难 证 的 东西 ， 而 常常 是 较为 初等 
的 部 分 。 因 为 这 些 部 分 与 其 他 领域 、 分 支 的 相互 作用 最 广泛 
部 影响 面 最 大 。” 
十 典 解析 阔 数 在 高 维 的 推广 《当然 这 里 指 的 不 仅仅 是 变 
量 的 乡 赛 , 而 是 自 变数 所 在 域 的 扩充 ?以 及 数 系 的 发 展 一 直 是 
葡 理 科学 家 以 至 整整 十 儿 代 科 技 糖 英 奋 斗 的 目标 。 对 这 本 书 
来 说 ,似乎 完成 了 最 基础 的 一 步 。 耐 它 在 技术 上 并 未 加 到 十 分 
的 困难 。 也 许 这 一 简明 的 创新 ， 可 以 符合 Atiyah 的 判断 。 
” 数 与 量 是 横贯 万 事 万 物 的 概念 ， 它 的 认识 与 发 展 一 直 是 - 
人 类 智慧 的 象征 ， 它 荆 是 一 切 科 学 的 基础 ， 又 是 科学 最 高 峰 
上 的 企 光 。 从 泛 系 理论 来 看 ， 具 有 软 多 运算 与 相对 丰富 性 质 
的 数学 结构 、 广 义 系统 或 泛 结构 都 可 看 成 广义 的 数 或 量 。 由 
自然 数 族 出 发 ， 逐 步 利 用 泛 积 《 直 积 的 商 缩 影 》 这 一 泛 系 工 
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- 数 、 泛 复数 、 四 元 数 、 超 复数 、 区 间 数 、 模 糊 数 、 布 尔 代数 


等 数学 结构 以 及 其 他 通用 的 数学 结构 。 但 是 每 种 广义 煞 或 量 
的 具体 研究 与 理论 系统 创建 部 是 极其 观 营 的 工作 。 能 锡金 同 
志 的 泛 复 变 函 数理 论 对 泛 复数 进行 了 开拓 性 的 研究 ， 既 别 基 


， 夫 名 耐 独创 地 发 展 了 泛 系 理论 甘 范 环 微 积 的 新 方向 ， 同 时 又 ， 
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ITPTTTIIDISEERECITIITOMETTIS 
和 作用 来 看 ， 它 将 成 为 数学 中 一 种 新 的 分 支 。 | 
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心情 来 看 待 有 关 工 作 。 能 锡金 同志 做 了 我 多 年 起 做 而 又 自 履 
力 能 而 难为 的 研究 ， 许 多 结果 比 我 想象 的 要 简 括 而 优美 ， 发 
- 展 下 去 ， 不 但 会 有 许多 用 途 ， 还 会 成 为 二 种 新 的 流派 。 

能 锡金 同志 在 这 个 新 领域 中 已 经 奋 峡 二 十 多 年 了 。 泛 复 
变 函 数 不 仅 在 函数 论 上 得 到 了 许多 有 趣 的 定理 与 公式 ， WE 
蕊 经 和 一 些 灼 学 、 物 理 中 的 重要 问题 结 下 了 素 缘 ， 诸 如 数学 
中 的 数 域 的 广 域 扩张 ， 代 数 方 程 根 的 新 数量 ， 偏 微分 方程 中 
高 阶 与 低 阶 的 关系 、 函 数论 解法 、 不 同型 的 统一 边 值 问 题 、 
BLU 概念 等 ， 方 程 与 各 种 域 中 等 式 扩展 等 概念 ， 在 物理 
中 败 涉 及 经 典 的 、 相 对 论 的 及 一 种 新 力学 的 统一 ， 表 异 电 磁 
场 的 描述 ， 空 间 流 场 的 直接 处 理 ， 基 本 粒子 与 时 空 结构 等 
等 。 本 区 对 上 述 极 为 重要 的 一 些 问题 已 做 出 了 很 有 意义 的 结 
果 ， 作 出 了 一 种 开拓 性 的 引导 。 它 与 多 种 领域 与 专题 的 关 
联 ， 可 能 导致 泛 复 变 函 数 这 一 新 方向 的 蓬勃 发 展 。 
这 本 专著 篇 幅员 小 ， 但 它 内 容 的 基 袖 性 与 广泛 性 ， 它 深 
入 浅 出 的 写法 ， 可 能 为 未 来 大 学 生 的 必修 课程 准备 了 一 本 好 
的 教科 书 。 书 中 入 门 性 的 工作 ， 可 以 为 现在 大 学 生 、 研 究 生 
挑选 研究 课题 时 作 参 考 。 而 其 中 的 一 些 方法 也 可 作为 专业 数 ， 
理工 作者 解决 有 关 问 题 的 一 种 有 力 工 具 。 

现代 科学 技术 发 展 的 主流 是 整体 化 趋势 与 辩证 综合 
多 专题 的 自 域 结合 与 相互 渗透 。 泛 复 变 HA PUMA 
析 、 泛 函 分 析 、 数 系 推广 、 数 学 物理 与 泛 系 方法 具体 结合 起 
来 ， 是 一 种 可 贵 而 引人入胜 的 探索 、 主 动 迎合 了 学 科 发 展 新 
的 趋势 ， 已 经 得 到 钱 伟 长 、 TBere 等 数 抽 和 美国 泛 系 研究 
-» 2. 


组 的 好 评 和 关注 。 现 在 能 集结 出 一 专著 ， 有 利于 这 一 新 兴 CA 
向 的 发 展 。 我 深信 ， 本 书 内 容 若 能 纳入 教科 书 中 ， 为 一 般 数 
漂 科 学 工作 者 及 工程 技术 人 员 所 掌握， 它 的 重要 作用 将 随 著 
射 间 的 推荐 而 会 日 益 加 速 地 显示 出 来 " 


吴 学 谍 
1986 年 11 月 8 日 


wt 


*—k PT 


$1 


平面 泛 复数 … 


$2 BUEROURROX- 


$3 
习题 一 … 


BEREDNERSA- 


$4 ”可 易 三 元 数 … 


M 


i 
“习题 二 … 
8 
s gé 
~ $10 
$1 

$12 

$13 
习题 三 … 


XeUBRXU- 
Ex 2 ... 
FARA 


MARAN - 


SE nh 


PREESTER 
TAI Te 
dGB*- 

— 


DINIPRIPEL 


: $14 RE IHE 
$15 有 限 维 汉 复数 SC) ~ 


| $16- 
817. 
EE 


Et n 


m Zimt 


$18 泛 复 变 函 数 … — eese enmt BFO 
$ 19 WIERRs UNDE SCR exem SO 
$22 形式 初等 函数 CD》 ee TL 
$24 形式 初等 函数 CI). eee eae eene TUT 
s GENS ss 8 
$27 AZfkBaW EHE eee 9l 
828 RAS NIEAGERL- eeeman emen em eren OB 
qa» UST XII eee 105 
$31 —EJ XÍREHE RR Sees T—— ÓÜ 107 
$32 SESIR READ eem 110 
333 ZARATA 1 
习题 七 121 


Am 应 用 


$36 空间 流 场 与 电磁 单质 站 pe 127 
$37 CESSDA i PL: n mmn 130 
8 39 ”多 个 未 知 函 数 常 系数 偏 微分 方程 组 …………… 137 


- 2 e 


.$40 THPABRERARONBBAUERR 

5j E V--- MEN 4 
$41 信人 4 
§ 42 广 域 扩展 原理 … nt JAO 
$ 43 被 分 方程 在 泛 复 下 的 演化 《CI 151. | 
$44 SUITE E 8 ERORE (D E 154. 


845 ” 边 值 问题 的 新 提 法 e157 


$46 微分 方程 数值 解 的 泛 复 浮 方法 ……………… 160 
| $48 EPXRHRRANQEeeeeeaeeeeÓeK——— 1677 
$49 ”粒子 方程 的 泛 复 函 解 法 …… 99e 179 
$50 PIAN EART Te ME 


E LA istis menneen 184 
| JEER- SES 
后 i 


第 一 章 数 的 扩充 


下 一 个 重要 的 代数 创造 由 哈密 尔 额 所 创始 。 他 据 开 了 会 - 
新 的 领域 ， 打 破 了 对 于 “ 数 ” 所 必须 遵循 的 规则 的 古老 信 | 
E. — M. SERES 


从 实数 到 具有 和 良好 性 质 的 复数 ， 人 们 网 栈 于 自己 的 胜 : 
利 ， 但 在 欢呼 之 余 ， 邦 德 列 雅 金 拓扑 域 定理 象 在 淡水 闻 中 酒 : 
出 的 一 大 金水 ， 既 是 祝福 又 使 大 家 冷静 下 来 。 他 说 ， 不 会 再 : 
有 比 复数 更 大 而 和 它 性 质 完全 相同 的 集合 。 的 确 是 这 样 ， 但 - 
不 必 浊 员 ,平行 的 路 也 和 许 是 可 以 找到 的 。 


$1 平面 泛 复数 

泛 复 数 的 严格 定义 将 在 后 面 叙 述 ， 这 里 让 我 们 先 获得 一 
些 感性 认识 。 , 

EX1 实数 域 可 以 添加 三 种 不 同 的 非 实 域 中 的 元 素 - 
一 一 虚 单位 交 jh k 它们 分 别 满 足下 面 等 式 及 构成 三 种 复 . 
数 ， 统 称 为 平面 泛 复 数 或 称 为 圆锥 复数 。 
MAA a=a+Bi 满足 ?+1=0 简 记 为 C 
抛物 数 a=a+Bk 满足 k*-0 简 记 为 P aO) 
双 曲 数 a=a+Pi WE 六 ~1=0 KWA H 

其 中 .8 为 实数 , 称 c 为 as 的 实 部 ， 记 为 Rec=ay 称 8 为 Z 拘 : 


e 1 >œ» 


EZ. Amap. 两 圆锥 复数 相等 是 指 实 部 虚 部 分 别 相等 。 
读者 也 许 会 间 ， i 不 就 是 +10? k 不 就 是 0 吧 ? 不 是 
前 。 因 为 i、7、£ 都 不 是 实 域 中 的 元 素 。 即 工程 羽 及 1 和 8 在 
实 域 上 是 线性 元 关 的 。 也 就 是 在 实数 中 设 有 不 全 为 零 的 元 素 
a, B, fifgo-1-8:;-083E a1 8-k 0, Hg E1510 则 不 
定义 2 Ri k id 别 为 梓 园 、 抛 物 、 双 曲 虚 单位 。 
用 wo 代替 i、 上、 .7 中 任 一 虚 音 位， 与 定义 1 易 合 的 平面 复数 返 
DE. — 
加 减法 : 
(a+Po)+(y+60)=(a+y)+ (8+6)0 
E 
(a+ Bi) Cr + 81) - (ay - 88) + (að + By)i 
(a+ Bk) «Cy + 8k) = ay + (a8 + By)k (2) 
(a Bj)* (y 0j) 7 (Cay t B5) - (26 - By)j 
定义 5 a=a+ pok ETA- bo. Daa 为 实 
3. XPIPPARJEREGE SURG Ab, WMRab=0, WfRaRIDU3ESE 
或 相伴 零 因子 ， l 
EA, MERA C 中 没有 零 因 子 。 而 双 曲 复数 瑟 中 的 共 
duse PP E AOM-DELB1-j. MUGURPESARSEERET 
EAk uk, 
定义 4 除法 


a+pi ay x g? By -28 . 
y Ói "LED +- y? rli] CY, 6208250) 


npa aw o 
orBi -cy 一 65 | By-aô. 
yro yi- et pc) QG*io 
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易 知 ， 堆 和 零 因子 不 能 作 除数 . 
如 果 引 进 新 的 算 符 加 加 人 规定 : 


[x (C) 
D=! +0x (P) 
L- (H) 


BER REV. t a Zi H: 
(a Bo)(y € 00) = Cay - 089) + (a0  By)o 
atpo . «yQgó " By — «à e 


y*0o — y? ^ yi 
它们 炭 单 位 满足 的 条 件 〈1 〉 也 可 统一 成 ， 
wD1= 0 
定义 5 ”如果 ab5=1， 则 称 ab 互 为 逆 元 。 
显然 ， 非 零 和 非 零 因 子 z 均 有 道 元 ， 


qi-1 a 


这 种 元 素 称 为 正则 元 。 

贺 欠 复数 的 开 方 运算 可 能 会 有 一 定 的 条 件 限 制 ， 对 椭 区 
复数 "次 方程 有 ?个 根 ， 其 它 复数 就 不 一 定 了 。 从 例 2 可 看 到 
双 曲 复数 中 ， 平 方 根 有 四 个 或 没有 ， 如 果 双 时 复数 平方 根 存 - 
在 ， 则 这 四 个 方 根 在 不 同 的 区 限 ， 

例 1 求 圆锥 复数 a=1+36% 的 逆 元 

解 Bm 421-30 


ü aa 


2n -12 4 1-30 | 
所 以 a ga (1*309)(1—30) 


1 8. 

[n jp? EC 

=] 1-3k ocP 
1 8. 


- 例 2 求 双 曲 复数 a + 57 的 平方 根 。 
ON 设 atPi xen, 则 (x+gj)?=a+ 6 
因此 x? +y? =a, 2xy-f (A) 
Hajle] 时， 
fa ETE) 
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(a invasit wa- B» 


:着 号 顺序 由 x 定 。 
当 a<186| 时 ， 方程 A 无 解 。 如 双 赣 复数 无 平方 根 。 
B3 在 C、P、 互 中 分 别 求 下 列 方程 的 解 ， 
24 一 4232= 0 
解 ” 原 方程 变形 为 
z?(z?=4)=0 
-在 C 中 220, z=42 
在 P 中 >=0，z= 土 2，z= A 
在 H 中 270, z= £2, z= 42j 
例 4 ”试用 矩阵 定义 双 曲 复数 地, 
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BT JJ=JT=7 I5 «1, J? =], 
因此 它 的 运算 规律 全 同 于 双 曲 数 基 107. 而 !、7 在 R 上 又 线 
性 无 关 ， 因 此 4 = al + PTR, aCR, BER, CAR 
于 双 曲 数 。 

研究 课题 1 抛物 数 了 与 双 曲 数 陕 中 代数 方 种 根 的 规律 
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$2 圆锥 复数 的 几何 意义 


三 种 贺 锥 复数 可 用 平面 直角 坐标 系 中 的 点 和 向 量 来 对 
E. RIAH ARAMEA C), HAE P), 
双 曲 平面 D. 

定义 6 ” 设 c=a+po 为 平面 泛 复数 ， 非 负 实 数 jalu nm 
做 < 的 模 ， 


i v/a? +B? acc 
lalu 7 v/ [ara] = lal a€P 
M - gi aH 
或 简 记 为 
lal - ve iE] 
当 |alx=0 时 ， 称 | yat) 
APARE MEER S 0 uu A 
T. 显然 4 为 零 模 数 的 sut 
XGdRhaNTEY .J 0 — 
E. ni Pa ^ A 
全 体 零 模 数 的 集合 ^ N ^ 


记 为 2,， 它 的 形状 如 图 “ 

1 。 即 在 C 平面 上 是 原 

点 (x=y=0) ; P 平 面 图 1 

上 是 纵 轴 (x =0〉， 五 平面 是 垂直 的 两 直线 Giy-O. 
椭圆 平面 的 零 模 点 是 孤立 的 ， 而 抛物 与 双 沿 平面 的 零 模 

点 则 是 连续 的 。 后 者 将 抛物 平面 分 成 左 、 右 两 区 限 ， 将 双 帆 

平面 分 成 四 个 区 限 。 我 们 把 P 平面 右 区 限 ， 互 平面 的 第 工区 

Bu ics gi, 


Tana 


关于 平面 泛 复 数 的 模 可 以 得 到 以 下 一 些 规律 ， 
定理 1 @leoglr=|lcizdblx， 
加 如 果 平 面 泛 复数 a、5b 在 同一 区 限 ， 则 
la+blx<lalx+ lblx a. b€C 
la+blx= alu tibia a. bEP C6) 
la*biuz aiu ibiw a, bEH 
EZF, a, b 的 拟 距 离 定 义 为 C= lc-blx。 JH 
4, RPEKEX, DUE SEDE TUEHKIKCOETN. nj up Up 
然 。 
也 可 定义 平面 复数 的 拟 数 积 如 下 ; 


C (2:a0227 [diaz + B1B :| 
P ` Caig:z)= |aeg] 
H Cara) = |as: ~ Bia] 


在 C、P、 甩 平面 建立 直角 举 标 后 ， 以 原点 为 中 心 ， 通 过 
主 区 限 中 国 锥 复数 4=a+Bw 的 对 应 点 4A(a，P) 分 别 在 C 平 面 
上 作 圆 ， 在 平面 上 作 与 ! 轴 平 行 的 直线 ， 在 万 平面 上 作 等 办 
NUR 82 


it SUE OAM 在 三 种 平 面 中 都 起 作 十 分 重要 的 作 
有 用。 因为 ONW=o，4N=58。 所 以 OM ÆC, P, H vp 
v/a* +p, a, V/a* - BP, BIRISIROM- |alx=7。 


e. 86 » 


设 曲 边 三 角形 04M 的 面积 为 ?， 则 称 比值 0 = -23 为 的 


谍 角 ， 幅 角 在 椭 加 平面 C 上 就 是 角 4OM 的 值 ， 而 在 抛物 及 双 
湖 平 画 上 只 能 看 成 一 个 比值 ， 是 用 Gy 0) 来 确定 4 的 一 个 
华 标 ， 不 能 是 欧 氏 角 AOM 的 数值 。 后 面 将 看 出 它 是 不 同 力 
学 系统 中 与 速度 有 关 的 量 。 它 的 数值 下 节 中 将 叙述 。 

例 1 设 平面 泛 复数 z=x+yo， 斌 求 在 C、P、 瑟 平面 上 
jx+ywm|x 达 1 分 别 是 什么 区 域 ， 

E lzr+golx<1 在 三 种 平 面 上 为 
C: x'aytml, 单位 圆 内 。 
P. dx|«1, 两 直线 x = +R. 
Hi |x*-y^|«a, MERKO -y= +1 间 星 形 域 ， 


例 2 复式 “ 圆 ”方程 azz + bz+ bz +c=0,， Ina= Inc= 
4 在 三 种 平面 上 的 图 形 是 什么 ? 

解 ” 令 b=B+Yw 原 方程 变 为 
Ci alx? +y?)+2(8x-yy)+c=0 [ll 
Pi. ax?4208xcc-20 两 直线 
H: ax 一 82) 二 208xz+yg)+c= 0 双 曲 线 

研究 课题 忆 和 妃 平 面 上 匣 芍 因子 没有 上 幅 角 9， 由 此 能 否 产 生 不 
油性 质 的 多 个 co 概念 ? 其 性 质 如 何 ? 


$59 图 锥 复数 的 指数 函数 式 
我 们 先 用 知 级 数 来 定义 指数 函数 ， 


”~=1+0w+ 00)° (ow)? | ap E 
21 81 ni 


| C030 + raing o-icc 
zi 1+k0 w=kEP 
\ chÓ + jshó w=jEH 
可 知 它 也 满足 一 般 指 数 函 数 的 运算 规律 ， 如 好 "ex= 
erta, ep ea= gP—d, (e?) = eri, 
设 圆锥 复数 c=x+po 在 主 区 限 中 ， 则 它 可 以 写成 指数 
形式 ， 也 称 为 广义 欧 拉 公式 ， 
r(cosÜ4 ising) EC 
a=a+ bo= re?’ -aru aocEP (7» 
,y(ehg+ jshü) oEH 


对 照 实 部 和 虚 部 有 
i 7cos0 / rsing (C) 
a=\rT 8 =j TO CP) 
rch | rsho (H) 


将 ws、8 平 方圆 加 后 可 得 : 
| | r=v a* p = lalw 
将 ws、8 相 比 后 可 得 ， 
' arotgÊ (C) 
0= Ë (p) 
a 
arth l (H) 
a I 
其 它 区 限 也 有 类 似 结 果 ， 但 符号 有 区 别 . 
指数 式 便于 平面 复数 进行 乘 、 除 、 乘 方 ， 开 方 的 运算 ，。 
BUxPa creto, barier “有 
l gb — rr*e'? '** e. 


ss 8 。 


Bin GAD NEIE AR 

a" = (ref?)"= r'e" 

[7 (cosnÜ + isingÜ) EC 
7"(1+kn0) WEP 
| r'(chgÜ--jshu0) wEH 


IP 也 可 推广 到 分 数 与 无 理 数 ， 但 此 时 可 能 出 现 多 信 
的 结果 ， 


(8) 


Hii 计算 4/1+ 8k. XS 4j. 
解 D vick-vyi(et)-xaezrb. 


@ i5-4j- V 8 (cha rh a j sharth $)$ 
=3/8 (chiar |; lar A 
-ys( ha the tisho ii) 

例 2 ” 试 证 明 双 曲 复数 指数 函数 式 中 模 长 与 幅 角 和 其 几 


何 意义 中 的 模 长 、 幅 角 在 主 区 限 内 是 一 致 的 

证 明 由 a-a- Bj-r(ch64 jsh8) 

可 得 rovc p, osant, 

在 几何 表示 中 ， 由 于 4 点 坐标 为 《a，8〉， 则 等 轴 双 曲 

线 方程 为 (图 2 ) 
x? y=? B? 
因此 ， r= OM - at - f? 
GHA, mii fa OM Bui BU 


所 以 有 


EC, P, HYRE ERJA, Sa ARKE, WE 
路 、 闵 可 夫 斯 基 几 何 。 可 参看 文献 48。 

C、P、 互 平面 上 的 “ 圆 ” 如 果 按 1z-clxw= ?来 定义 ， 
就 是 图 、 两 直线 、 双 曲线 ， 如 果 按 立 在 线段 上 等 角 顶 点 的 轨 
WKE, REH, HHR, NAR. | 

研究 课题 3 ZAFE -alu 建立 所 距离 与 拟 邻 域 后 ，: 
效 对 拓扑 、 几 何 与 分 析 学 产生 新 结果 ， 这 些 在 物理 中 也 将 方 体现 . 


X 题 一 

1 计算 

© (2*3)(-7) © (1*25)* 

9 Qs? etf 

© (Q-3! v5 3j 

2 试 求 代 数 方程 分 别 在 C、P、 五 中 的 解 
z5—z2= 0 


s ”试用 圆 加 号 田 表 示 (a + po)-:!. 

4 ”在 C、 已 、 互 中 ， 下 列 点 集 图 形 是 什么 ? 

(D Im(z+1)>0 Q Rez*-20 

5 试 证 lejx= lali 7 la"! lat. 

6 ÆC, P. Hm, dz yolus 5 分 别 表示 什么 曲线 ? 
7 试 求 AVaTtBE 之 值 。 由 此 讨 沦 P 中 方 根 的 规律 . 

8 求 ge=5+4o 与 5=2- otljii iR Cab. 


"—————  Á ER 


9 。 试 证 互 中 零 甘 子 的 平方 根 仍 是 零 因 子 。 你 能 否 找 出 它们 的 笋 
方 与 开 方 规律 ? 

10 试用 数 对 的 形式 定义 P 和 五， 

11 试用 和 矩阵 定义 C 和 忆 。 

172 求 下 列 平面 复数 的 指数 函数 式 。 

(D 12-45i © 1-3k 

10 - 6j © 24o 

18 AUH, FEKRR, Spo SUL XOBAyNER. WAR 
看 数 式 中 的 模 兵 ， 幅 角 , 

14 利用 指数 函数 式 求 

Q Wvivilok ®© w13-53 

18 圆锥 复数 指数 式 与 区 限 有 关 ， 试 拔 出 其 规律 

16 证 明定 理 1。 

17 设 z=z+go=cost+osint， 2=22=%w+bo 问 5 在 三 种 


(Gr, y) 平面 ，% 在 三 种 〈*，?2)》 平面 分 别 表示 什么 曲线 。 


18 


RAFE H p. U On 9) 为 变 BUD Sek RO SUM A 


装 。 试 证 在 主 区 限 直角 坐标 变量 写成 


19 


20 
21 


£ = 三 了 chb y rsÀA9 

€ z+ l 2ch0 
z 

试 证 


2*4 1. 2chn6 
[4 


AA ARARA Rhnf EFR. 
证 明 1+ch0O+ch20+...+ cha0 


.1 cha0 — ch(n 4 1)0 
"3 [1+ iehi E 


$4 可 易 三 元 数 


平面 上 的 点 有 不 同形 式 的 数 对 应 。 三 度 空间 和 更 高 维 的 
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空间 有 没有 一 些 具 有 和 良好 性 质 的 数 对 应 呢 ? 以往 有 一 些 不 具 
备 肝 法 交换 律 性 质 的 数 对 应 的 空间 . 而 另 一 些 只 是 少数 极 特 
殊 的 偶数 维 空间 。 陈 省 身 先 生 曾 经 指出 “ 奇 维 流 形 至 今 还 是 
神秘 的 ?” 。 下 面 几 节 我 们 就 来 探索 一 下 包括 一 般 奇 维 空间 的 
一 些 性 质 。 
定义 7 在 实 域 R 上 添加 一 个 非 实 域 及 非 平面 复数 中 的 
元 素 e， 使 其 满足 
c3 一 1=10 
则 构成 元 素 形 状 为 
a=a+ßbe+ ye? (a, B, YER) 
的 三 维 数 ， 亦 称 可 易 三 元 数 或 三 次 单位 数 ， 记 为 Ni 。 
注意 这 里 的 。 并 不 是 复数 中 的 三 次 单位 根 ， 对 这 个 < 复 
数 中 不 存在 不 全 为 零 的 o, B. y 而 使 
x+pe+ycz= 0 
而 对 复数 中 的 三 次 单位 根 则 不 然 。 
可 易 三 元 数 有 着 类 似 二 维 数 一 样 的 加 、 乘 可 交换 顺序 的 
运算 方法 。 设 
a1 =i Bie yie? az= +b tye? 
加 减法 
ai tai (oil 土 ca)+(O1 土 82)e+(Yi 土 Ya)c2 
乘法 
4107 (3105 t Éiy o * Y Bo) + Caio +102 
*tyiyse Giys 8 Bifs e 10:26? 
' 轨 法 实际 上 只 要 注意 到 e 的 指数 大 于 3 时， 利用 关系 式 e* = 
降低 次 数 即 可 。 
要 求 道 元 c :，， 可 以 通过 等 式 ce != 1 来 进行 ， 设 < 的 
道 元 为 C 1=x+8e+ze2， 


* 12 。 


| 


出 Ca | -1 
得 (ax+bz+yy) + (æy + bx+yz)e+(laz+By+yx)je = 1 
Aie ax +yy+ßz=1 

Bx +aæy+yz= 0 

yx+ßy+az= 0 


可 得 x= = 年 z= 4s 
其 中 NE A. Irege llall 
人 = 4 = 4s = yp 
LAS 
d= Bar | (9) 
lyga 


定义 8 元素 a = A + Aret Aetia ET, lela 
=3laal =34/ |4| 叫做 a 的 模 . 
因此 ， 当 模 [lalx 不 为 零 时 ，a 有 道 元 a”! =a A/A, 
定理 2 ”可 易 三 元 数 a=a+Be+ye? 为 零 及 零 因子 的 充 
要 条 件 是 w=8=7Y 及 4d+8+Y= 0。 
证 明 充分 性 ， 上 述 条 件 下 4 可 分 解 为 
a-À(lcece?) J&a-u(1—e) 
的 形式 ， 从 而 a 为 零 及 零 因子 。 
DEH, a 为 零 及 零 因子 时 ， 必 须 |a|w= 0 
aye 
E ayj =a «f ey? -3ofy 
P Ba 


TUS 


= oo Per) p? *t(B-y) -(y-a)?3z0 
(105 
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队 而 有 ac+B8+Y=0 或 wa=8=T。 

因此 可 知 ， 对 非 零 及 非 堆 因子 元 素 c， 可 进行 除 法 运算 - 
b/a-ba'', 

可 易 三 元 数 能 与 空间 的 点 或 向 星相 对 应 。 有 趣 的 是 ， 它 
的 零 模 点 也 即 零 因 子 集 是 两 相互 垩 直 的 集合 ， 即 满足 c+8+ 
7Y=0 和 w=8=7Y 的 点 集 ， 

我 们 把 Ni 中 满足 c=B=7Y 的 元 素 叫 做 第 一 类 零 因子 集 ， 
记 为 0., 满足 x+B+7= 0 的 元 素 叫 做 第 二 类 零 因 FEW 
De. Ci, 0,9 RESSOURCE Dg 2E ERAT. 

由 定理 2 可 得 

推论 。” 当 且 仅 当 非 零 元 01 Et ， 04，€8，。 Bf, 0,00— 
0. 

” 在 零 因 子 集 中 包括 零 元 0 。 以 后 我 们 把 各 种 数 中 揭 零 元 
0 看 成 特殊 的 零 因 子 元 ， 即 公共 堆 因 子 元 。 ' 

例 1 试 证 Ni? 中 任意 元 与 零 因子 的 乘积 仍 为 该 类 零 澡 
T. 

证 明 设 Fe€ENi, Ehi, Ehz 
因为 (401001 7a(010.)7 0 所 以 a0, € 0, 同 理 可 得 00， 
€0; 

812. 设 7?=x+ye+zezENi， 试 分 析 区 域 [nl «0 XE. 
直角 坐标 系 所 描述 的 空间 Ni 中 的 形状 。 

解 由 uw Bina 
可 得 | szyi 

(yxzix +y? tR -ixyzc5? 
zorl 
WERE] u< JE UOBILIBE x? +y? +z? 一 3xyz 一 6，=0 所 
贺 成 的 原点 周转 的 区 域 。 它 的 形状 象 两 个 对 合 的 喇叭 。 柄 各 
é 14 PI 


Vd UR ERROA USER OIN ONIS SPEO TII SE td wear SL omen inne 


习 吾 是 无 限 储 展 和 的， 它们 分 别 以 直线 x = y= 5 与 平面 % +y +2 
= 0 为 浙 近 集 ， 

ARRA. 各 思 三 次 总 位 数 来 研究 三 维 空 间 的 几何 。 例 如 ， 利 
略 [= xGD)+TyOfie+zftye2 S=x(u, v) +y(v, vje+z(v, v)e? 4 
齐 认 示 曲 线 积 邮 而 ， 烧 后 利用 数 的 运算 来 研究 暴 线 与 暴 面 又 如 利用 
:Ajax 来 定义 缉 域 ， 建 立新 的 几何 等 ， 


$5 茶 些 可 易 四 元 数 


WooirBDmSUbGUEDGBIU SUUPSDGGN. HT G6 3 TOR 
ERE. db ruTEA NDRBITSAE. BEERE 
大 的 牺牲， 其 “ 虚 部 ” 仍 戌 为 现今 应 用 其 为 广泛 的 三 维 向 量 
理论 。 近 米 也 有 人 引入 了 下 述 复 椭 图 形式 的 可 易 四 元 数 ， 参 
着 文献 29、60 等 。 但 可 易 四 元 数 形 式 是 多 样 的 ， 我 们 驶 察 拨 
种 情况 。 

| HERAA 
EKA R EU dE RR p GOES. uw 
Ru, D, SEWE 
i2+1=0 j-120 
沟 或 一 称 如 下 形式 的 乘法 可 交换 的 可 易 四 元 数 ， 
a=@+bBi+yj+ôij 
它 的 运算 法 则 和 二 维 三 维 数 一 样 ， 只 要 注意 到 ;。j 的 性 质 即 
可 。 


饮 即 为 导出 零 因 子 和 道 元 ， 可 先 设 送 元 为 
X=X1 +xai Xa] + Xi 
BIDS ax= 1 
:由 王 高 维 将 相等 也 是 指 各 分 量 相同 ， 对 照 等 式 左右 两 端 ， 即 
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axy ~ Bxs Yx ôx, = 1 
Bxi taxa tx +yz, = 0 
Yxi — Òx +x —fx,- 0 
xi + Yx +BxXs+axs= 0 
WE xexitxibtxibéxudj 


„4 p 4a; ls, 4 


V o 
4 tdt A 
其 中 |^ -8 y -ô 
| 4 =| f ^: ; aix 
|y -ëa - 
] 


ô v B a 
41、4，,、4s、4, 为 第 一 行 元 案 的 代数 余子 式 。 
定义 9 lalu= 4] 4 叫做 补 圆 双 曲 数 的 模 。 
椭圆 双 曲 数 为 零 及 SE. 因子 的 充 要 条 件 是 lal = VI 4 
= 0。 RRE =y, B=6 及 t= -Y，6= 一 6。 
因此 当 |alx 二 0， 即 & 不 为 零 及 零 因子 时 ，4 才 有 道 元 : 
ai, RERET EN a E p PME Maa = 
4 。 出 于 本 书 共生 元 均 有 性 质 oB = a PETIT 
定理 3 ”以 | c 习 = 1ac 定义 的 模 长 ， 均 有 等 式 ; 
| ab |a =] a larl b lar 
证 明 Jabi =|ab ab|- [aa bb | - | aa || bb] 
- [als blz. 
2 RAA 
Xp Schk E3RJdESQERIGX€, Gg RG.. h0. JW 


物 成 四 元 数 的 形状 为 
4-70 Bi, yis Oii 
同 理 可 得 a 为 零 及 零 因 子 的 充 要 条 件 为 : 470, 8-7 Y 
及 a= -6，8= -7。 
非 零 及 零 因子 均 有 逆 元 。 其 形式 读者 可 练习 推导 ， 后 面 
我 们 将 说 明 它 和 袖 圆 双 曲 数 是 一 种 东西 。 


5 AEn 
实 域 上 添加 非 实 域 元 素 i b. WARG, DRHE: 
i?= -1 ta= 0 
-构成 四 元 数 形状 为 


a=a+ßi+yk+õki 
.R(i， 上 ) 中 元 素 为 零 及 零 因子 即 奇 异 元 的 充 要 条 件 是 
= b= 0。 


ves 


4 mA% 
S&WOndESOUX e SHWE 
et+2e?+1=0 (12) 
HRADE RA 


a= + pe + ye? + Ge? 
设 道 元 a'-o-fervete ôe? 
利用 等 式 aa := 1 
及 (2) 式 ， BAJ Met = - 2e? — 1K ce 的 指数 ， 可 以 列 出 
TBA, RE 
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a -8 -y (26-0) 
g a -ð Y 
y (B-28) («- 2y) (38 - 28) 
8 y (8-28) (a-2y) 
Ti 4i, EPP Áss 44 为 4 第 一 行 元 素 的 代数 余子 式 。 
零 因 子 的 充 要 条 件 是 4= 0， 具 体 化 后 可 得 零 因 子 是 4(es 
+1)， 其 中 4 是 任 一 双 调 和 数 。 
同样 也 可 由 道 元 定义 共 狐 元 c =a ! 4。。- 因 而 有 ca = 
A, s 
这 里 要 注意 OGD 式 虽然 可 写成 (ex +1)*=0, 但 不 可 
以 用 ez +1= 0 代 蔡 。 因 为 双 调 和 数 是 四 维 的 ， 它 的 基 是 1, 
e, e, 6, ERR RAER EMIRA e 1-0 
中 则 不 然 。 
可 易 四 元 数 还 有 另外 一 些 种 类 ， 一 般 都 构成 特殊 的 四 维 
空间 ， 如 重 双 曲 数 、 双 出 抛物 数 等 等 ， 可 参看 文献 42， 
猜测 1 用 平面 复数 及 各 种 高 维 复数 的 漠 构 成 中 元 空间 、 可 和 体 考 
种 新 的 拓 汗 空间 ， 建 立新 的 几何 学 、 分 析 学 等 ， 黄 中 新 的 邻 咸 、 注 纺 
荟 概 念 可 能 在 物理 中 有 对 应 并 具有 十 分 重要 的 窟 义 . 
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本 节 我 们 建立 一 种 便于 进行 四 则 运算 的 系统 。 由 于 它 附 
广泛 性 和 基础 性 ， 可 能 使 数学 本 身 和 其 它 科学 特别 是 物理 学 
增添 一 种 有 用 的 工具 。 

定义 10 ”如 果 一 个 体系 站 满足 下 列 条 A, M 把 区 中 做 - 
广 域 。 

对 于 Va，b，cEX 
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六 中 定义 了 两 种 运算 ， 加 法 “+ ” MRE €", dm 

a+bEX a*bEX 
两 种 运算 满足 交换 律 a+b=b+a,  ab-b.a, 
次 种 运算 满足 结合 律 (a-b-c-ar-(bro, 

(aeb)'c=as Cheec), 

HENRI) BUR: a-(5-c)- a-b t ac 
FEMER, MEWO., atisa 
YaC€X, 均 有 0'a=0。 非 零 元 a、5b 知 果 有 a6=0， 则 称 
a, bHNESESET-. 
© ”存在 加 法 道 运算 ， 即 减法 *—". 使 得 a-a=0, 从 而 
有 加 法 道 元 -a。 
O 存在 乘法 不 变 元 ， 即 单位 元 1 ， 使 得 ea'1= ec。 
AREARE" +, Eataa /4a=ara-!i=1, 
35a = 1Aa 岂 做 a REAT, ARAT. X 中 除 零 和 
零 因子 〈 称 为 奇异 元 外， 其 它 元 素 ( 称 为 正则 元 ) 均 有 北 
Ju. 

定义 11 如 果 土 述 条 件 中 乘法 不 满 足 交换 律 ， 即 存在 
a, DEX, arbtb-a, MR X mii. 

定义 12 MER (或 广 体 ) 中 没有 零 因 子 ， 则 该 广 域 
OX") 叫做 域 〈 或 体 ) ，。 

因此 ， 我 们 可 以 粗略 地 、 感 性 地 把 广 域 看 成 一 个 可 以 进 
条 加 、 减 、 乘 、 除 的 集合 。 实 狼 是 一 种 域 ， 其 它 广 域 也 非常 
象 我 们 通常 所 说 的 实数 域 ， 

例 1 有 理 数 、 实 数 、 复 数 (椭圆 复数 ) 满 足 八 个 条 件 ， 
油 无 零 因子 而 构成 域 ， 

例 2 前 面 的 图 能 复数 、 可 易 三 维 数 。、 可 易 四 元 数 等 均 
:是 广 域 。 


GO G9 
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p3 LERAAR R. THAT 是 函 数值 可 为 零 - 
-的 函数 。 

Di 方 阵 代数 是 广 体 ， 因 乘法 不 可 易 。 行 列 式 为 零 的 
奇异 阵 是 零 因子 ， 

例 5 以 整数 N 为 模 的 剩余 类 是 一 种 广 域 , 与 N 有 公 - 
共 因子 的 元 素 是 零 因 了 和子。 对 于 非 零 因子 a, 同 余 式 ax=1 
(modN) 总 有 解 ， 即 a 有 道 元 a =r, 

对 于 熟悉 代数 的 人 可 能 注意 到 ， 广 体 与 环 或 代数 的 区 别 
在 于 :， 上 述 条 件 中 第 八条 去 掉 ， 它 就 只 是 一 个 环 或 代数 ， 而 - 
不 是 广 体 、 广 域 了 。 例 如 ， 整 数 、 实 域 上 的 多 项 式 ， 只 是 环 - 
或 代数 而 不 是 广 域 。 

在 条 件 中 如 果 加 法 不 变 元 采用 符号 69， 乘法 不 变 元 采用 
符号 e, WA 就 需要 定义 实数 与 X 中 元 素 的 溢 法 运算 ， 
Va€X, o, PER. 

02-0, 1a- a, o(fa) = (af)a 等 等 。 

但 由 于 广 域 中 采用 自己 的 加 法 及 乘法 不 变 元 ， 和 采用 实 : 
域 中 的 0 和 41 来 代替 它们 所 形成 的 广 域 有 同 构 关系 。 正 象 复 
数 〈 椭 贺 ) 的 表示 法 被 大 家 所 癌 悉 而 又 其 为 方便 一 样 ， 我 们 
现在 也 采用 这 两 个 常用 符号 

广 域 乘法 一 般 也 省 略 “。?” 号 。 

对 基础 的 微小 变革 ， 可 能 对 上 层 建 筑 发 生 很 大 的 影响 ，。 
因此 ， 研 究 现 今 科学 中 的 基础 概念 和 法 则 ， 是 十 分 重要 的 工 . 
作 。 以 下 的 课题 似乎 是 应 谈 进 行 的 ， 

研究 课题 5 ”三 个 或 更 多 种 运算 及 其 遂 运 算 体 系 的 研究 ， 以 及 这 ; 
些 代 数 系统 在 科学 中 的 应 用 . 
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$7 广 域 同 物 与 扩张 


关于 域 的 扩张 ， 某 种 意义 椭圆 复数 是 最 大 的 域 ， 它 再 也 
不 能 扩张 了 。 对 于 广 域 昵 ， 它 的 扩张 有 限度 吗 ? 我 们 怎样 羯 
斯 扩张 后 两 个 广 域 同 构 或 不 同 构 呢 ， 下 面 我 们 来 讨论 一 下 。 
本 节 中 的 概念 与 结果 也 都 适用 于 广 体 。 

定义 13， 对 于 广 域 4 和 B 间 ， 如 有 果 存 在 一 一 对 应 的 映 
Bf, 使 得 Wa, bE4 有 fla), f(b)E€B 
并 县; flha)= f(a) AER) 

f(a+b)=f(a) v fib) 
f(a*b) 2 fCa)* fcb) 
REI OEXANNBEM. BAAB 

定义 14 如 果 广 域 是 线性 空间 , 即 元 素 可 写成 < = PD 
R Barer) 的 形状 ， 则 把 分 量 om 所 在 的 集合 叫做 4 的 分 量 
域 ， "XM RAER R, 叫做 和 在 4 上 的 È. ex 所 在 的 集合 
五 叫做 莫 群 。 

分 量 域 与 基 群 可 以 是 广 域 及 半 群 。 定 义 13 中 的 RETE 
某 同 一 分 量 集 。 

定理 4 广 域 X 与 X’ 同 构 的 充分 必要 条 件 是 分 量 域 相 
同 ， 晶 在 共 上 存在 具有 相同 乘法 表 的 基 . 

证 明 必要 性 ， 由 X 与 X' 同 构 必 有 满足 同 构 映 射 的 f、 
设 e1，e;，*…，e, 为 X 的 一 组 基 ， 则 可 取 f(e1),，f(es)，， 
fle,) 为 X’ 的 一 组 基 ， 

由 e 的 乘法 表 。 ， 
e= PT Cri ER) (13) 
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fiese = fle) fles)= bi Yiaf Ces) 
AAE, EX SX" Rp REB IE BO s s 
Cis Cz, t, En 与 e$, 6, t8, €, 
且 etm Xv ee = X ris 
则 可 取 es =f(e,) 为 同 构 映射 计算 即 得 ; 
fa) S MG, flat+b)=f(a) e fCcb, 
flab) s fCaM(G(D, 
例 1 BBDUEAERG, DME BEIBDER Gi, i2) FIM. 
Be TE AR ISTA 2E HS. 
1, i, h ij 与 1, íi, iiiz, iz, 
定义 15 MER (或 广 体 ) 4 添加 元 素 集 合 B 构成 新 
的 广 域 (或 广 体 ) G， 则 称 G 是 4 的 广 域 (或 广 体 ) 扩张 。 如 
R G 中 无 零 因子 ， 则 称 为 域 (或 体 ) 扩张 。 
因此 扩张 既 指 一 种 过 程 ， 又 是 一 种 结果 。 关 于 广 域 扩 
张 有 如 下 一 个 与 域 扩张 相对 应 但 结论 不 同 的 一 个 定理 ， 
定理 5 任何 一 个 广 域 (或 广 体 ) X， 均 可 扩张 得 到 一 
个 新 的 广 域 GRUB X. 
证 明 设 x,，x’EX， ce, BER 
th 构成 形 如 xz+ oj 的 广 域 ， 因 为 定义 
-1, 
加 法 (x aj) - G t 8j) 9 t x )«GDj 
RÈ (xraDf! e 8j) 5 Gx! co) + GB 9 x'o)j 
易 知 形 如 x + oj 形状 的 元 素 满 足 广 域 所 要 求 的 NZ, 构成 
新 的 广 域 (或 广 体 ) X. X 中 零 因 子 元 的 形状 是 ， 
AG D, u(1-5D. À, EX. 
事实 上 ， 此 定理 的 证 明 可 采用 深 加 RP PE RITU 
2 22 5 


可 。 广 域 种 类 的 无 限 性 必然 显示 出 它 将 比 域 更 丰富 多 采 并 县 
有 更 多 的 用 场 ， 
p2 视图 复数 域 是 实 域 添加 元 素 i 后 的 域 扩 张 . 而 双 
其 、 抛 物 数 是 实 域 添 加 元 素 ij、£ 后 的 广 域 扩张 ，。 
pii 在 复 域 上 深 加 ;7、k， 满 足 
jekizitz i, ij= -ji=k, 
其 = 一 好 = 证 ki= -ik-j, 
HR 9 A OBL TCC 
qgq=a+ßi+ yj =+ ôk 
它 是 复数 的 体 扩张 。 
例 4 FPERRA COREL T 2E 26 Er 构成 三 个 变 
BEKR GO. p, 0. Me AG. 
定理 6 实 域 上 的 二 维 广 域 扩 张 与 C、P, 五 三 种 之 一 
HH. 
证 明 EKRI KE 为 1、o， 积 o2=ootp， 在 C、 
P. HETT ERREKAN: 
Be? + f= 4 于 是 


A«0, CHRI, 07 otv lb 


4-0, Pii, or= sth 


420, Hui, a!--l ae 


Au. l, w/ 与 1， o3 1 3€ 4: Hj. 


定理 7 复 域 上 的 二 维 广 域 扩张 与 楷 圆 双 曲 数 或 本 图 掀 
9252 — HB, 


。 28 œ 


证 


明 方 法 类 似 前 一 定理 。 


MARM ”各 种 维 数 的 广 域 及 广 体 的 分 类 ， 
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习 题 二 


在 三 次 单位 数 N3 中 计算 
(a fe ye2)? Gl 


|1* ela 图 v l+ete? 

在 Xi 中 求 方程 2 — 23 = 0 的 解 。 

试 证 实 域 上 三 次 单位 数 空间 六 中 , 任 一 平面 上 均 有 零 因 子 。 
复 域 上 的 三 元 数 是 实 城 上 的 六 维 数 ， 写 出 这 种 六 维 数 在 实 域 
进而 写 出 P、 上 的 可 易 三 元 数 在 实 域 上 的 基 。 

在 可 易 四 元 数 中 计算 

q*i-3)0-) | QQ-icky? 

(1-2i -2j*ij) (D HORE 

在 椭圆 双 曲 数 中 求 方程 2$ 一 1= 0 的 解 。 

导出 V a Bit ybt bib 的 计算 公式 。 

试 证 椭 贺 双 曲 狼 a + Bit yj e 319 可 以 分 解 为 (a' + BOY" 
a, B^, y, 89^ C RIBZERATER: 

a/B= YA 

证 明定 理 7 。 

试 导出 椭 贺 抛物 数 R(i， E) SR T-JE SEA ERU. 

你 能 构造 出 其 它 形式 的 四 元 数 吗 ? 试 导出 双 曲 抛物 数 的 规 


可 易 三 元 数 空间 Yi 中 由 零 因子 所 隔 开 的 不 连通 区 域 有 几 


个 ? 什么 情况 下 ，Ni 中 一 条 封闭 曲线 内 部 不 含 零 因 子 ? 
. 24 * 


ee 


18 设 e 为 双 调 和 数 的 基 ， 试 计算 
D (e+1)s Q (e3+1)(e?-1) 
€ 试 构造 出 只 有 三 个 元 素 的 域 和 只 有 四 个 元 束 的 广 域 . 
15 举 出 广 域 和 广 体例 子 各 一 个 。 
16 试 举 出 广 域 扩 张 和 广 体 扩 张 的 例子 各 一 个 。 
17 在 广 域 八 个 条 件 中 ， 你 能 否 修改 其 中 的 革 些 而 变 成 一 种 新 的 
独立 体系 ? 


$8 9a 维 多 项 式 数 


本 节 中 我 们 来 考察 一 种 较 一 般 的 广 域 扩张 。 这 种 扩张 的 
简明 形式 可 能 给 我 们 带 来 许多 有 用 的 东西 。 

定义 16 广 域 4 中 添加 非 4 中 元 素 e ， 使 它 满足 系数 
在 4 中 的 代数 方程 

Q(e) =e" t aie'^7! + age"? + cg. eta = O0 

(14) 
则 称 4(e) 为 广 域 4 的 单元 基 广 域 代 数 扩 张 。e 叫做 元 基 ， 方 
程 14 叫 做 扩张 的 示 性 方程 。 当 4 为 域 ， 且 op(e) 在 4 上 不 可 约 
时 ， 广 域 4(e) 就 是 域 扩 张 。 
这 时 e 不 满足 次 数 低 于 的 其 它 代数 方程 ， 我 们 把 形 如 
ELTEL AET TOERE T, 10, 7! (a, € 4) 
的 数 叫做 n 维 多 项 式 数 ， 

这 种 数 的 加 、 减 运算 是 对 应 分 量 的 加 减 ， 而 乘法 运算 是 
利用 示 性 方程 将 e 的 方 淹 宇 4 的 项 化 成 低 于 n 次 的 形式 。a 的 
逆 元 可 由 ab=1 的 方程 中 解 得 5 的 各 分 量 8,， £15, Bais 
构成 。 而 使 :9: = 0 有 和 解 的 条 件 ， 就 是 9,、9, 为 零 因子 的 条 
件 。 具 体 说 来 ， 一 般 应 由 〈14) 的 因 式 所 构成 。 

前 面 我 们 所 见 的 平面 复数 ,三 维 复数 、 双 调和 数 都 是 特殊 
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n 维 多 项 式 数 的 例子 ， 下 面 我 们 再 观察 两 例 


1 np mE 
在 实 域 中 添加 元 基 c<， 使 其 满足 
e"=0 (15) 


LER PES TUE PI LETT RE 
的 n 阶 徽 量 数 。 记 为 NN;. 
为 求 道 元 a = po t biet ue? tn eB. iet AMA 
aa |-1 
解 得 5 代入 后 整理 得 : 

a`? = up -ap sag s —M.(-21)'71s*73j 
E ps=aeta? + eeta, ue RAN ARR. 

定义 17 asa -aT stats (1) "is"! 
叫做 NN; 中 元 素 a HRT Ba a =a, 

|aly = 3 laa] = |a] 
叫做 a 的 模 长 。 

n 阶 微量 数 的 零 因 子 就 是 它 的 碟 部 s， 即 当 w。 = 0 时 为 零 
因子 。 dE n 维 空间 中 ， 它 的 零 模 点 是 除 实 轴 以 外 其 它 各 坐标 
的 交 积 ， 即 由 它们 作为 坐标 的 多 维 空间 。 

这 种 数 的 运算 与 分 析 中 路 去 n 阶 无 穷 小 量 保留 n -1 阶 无 
穷 小 量 的 运算 性 质 类 似 。 元 基 e RUTHEK. 

2 nm 次 单位 数 Qn 阶 循环 数 ) 
在 实 域 上 添加 非 实 域 元 基 e， 令 其 满足 
e'z1 (16) 
构成 元 素 形 状 为 | 
C= 8, TGQ6- Use? e gy, 67! 
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CUR USES ADIC HET Te Heri ri meme ums s 


Hn 次 单位 数 ， 记 为 Wi， 
利用 sa = 1 可 求 得 逆 元 为 


a! pU AR dae? teet A, uel) 


其 中 čo Qani Qang — t Qs Qi | 
A=% Qo C1 * 0s 0| 
ere ness Li | 07) 
| 
a-i Qana Qang 0 tte Qi Gg! 


4.70, 1, 2, =, n- DIS AB GRE RAT 
式 。 

定义 18 Ni 中 定义 a 的 共 罗 元 为 

a -4a = Aot Auth Are? t+. tA, Sent 

模 为 lalw-|aa| = YIA] 

零 因 子 的 条 件 是 4= 0. 

S 1 在 入 ;中 求 元 素 e = 1 +e 的 着 元 

解 Bal =at pet ye? 
由 24-1, 即 (L+e)(w+Be+ye2)=1 
得 w+(e+pB)e+(8+7y)ez= 1 


Bl fa=1 得 az1 
«-t620 --—] 
8ty-0 y=1 


因 之 oa :=1-e+ez。 
15i 2 试 证 四 次 单位 数 Ni 与 三 圆 双 曲 数 RG, DAH. 


证 明 四 次 单位 数 中 取 基 1、 e, e>, e*, MIDI Bl 数 中 
RÆV. hjj, 其 中 


vj --d-aeiei-i 


» 27 >» 


jiv} = -l-a-ieisip. 
利用 示 性 方程 ed = Ui? - -1， j? - 1n[ ABE 述 两 组 基 乘法 
. dB. MeNi MRG, DIT. 
n 维 多项式 数 与 一 种 4 上 的 “和 斜 方 阵 ” 所 成 的 广 域 同 
Tg. 但 现今 这 种 表述 方式 简明 方便 ， 故 采用 它 ， 别 的 数 也 类 
似 。 
研究 课题 7 其 它 具 体 的 " 维 多 项 式 数 的 规律 . 


$9 ” 实 域 和 复 域 上 的 单元 基 扩 张 


美 于 实 域 和 复 域 上 单元 基 扩 张 ， 我 们 还 有 下 面 的 一 些 规 
f 
定理 8 实 域 或 复 域 上 单元 基 代 数 扩张 有 
D 扩张 后 基 有 限 。 
名 ”示人 性 方程 是 唯一 的 。 
证 明 四 显然 1，<，e2 ，…，e" 1!。 是 它 的 基 。 
DETH eiie S 个 系数 在 及 或 C 中 相 容 的 代 
数 方程 ; 
p:e) RU (1= 1, 2, *"S$) (18) 
取 其 中 次 数 最 小 的 p(e) = pre). WERE UC m. AMSAR 
除法 可 得 
9i(e)=gi(e)b(e)+7e)=0G=1 2，…，S) 
其 中 7(e) 次 数 小 于 m， 由 于 p(e) = 0， 得 rl(e) = 0 与 m 是 最 小 次 
SR. Bid 
Qi(e) » qi(e)p(e) 20 G1, 2, S) 
这 里 如 果 gi(e) = 0 则 可 继续 上 述 过 程 直至 
。 28 。 


q;Ce-ti(e)p*(e)20 miti) 70. 

Akp: e) = 0 的 作用 将 完全 由 p(e) = 0 所 决定。 例如 扩张 后 
的 维 数 为 m 等 。 

如 果 示 性 方 穆 18 系 数 在 C 中 ， 则 构成 复 域 的 广 域 扩张 。 
这 时 我 们 较 容 易 地 将 它们 分 类 ， 

定理 9 ”两 个 复 成 C 的 代数 广 域 扩张 ， 如 果 其 示 性 方程 
分 解 式 分 别 为 ， 

pe) = (e ài) (e AD ee— Am)" 

RPM MORD 

(S So t$) 

则 不 论 1 数 值 如 何 ， 指 数 s1，s2，…，sm 对 应 相同 时 即 局 
H. 

证 明 分 别 选择 二 者 在 复 域 上 的 基 oo，ol，…，o,。 和 
Qa» Quy tmm, WaW 

E, (e— Ai), e, (e= 41) 1 (e- A2), t. 
Ge - 4031 (i An) emtn) 7 T 

1, (C— A D, mmy C TA le- ha), tm, 
C Ao Go M e a Sym 
这 里 每 1 Mw 和 0 都 是 线性 无 关 的 ， 否 否则 将 用 次 数 低 于 对 的 示 
性 方程 . 

上 述 基 由 于 代数 运算 全 同 ， 因 此 它 的 乘法 表 全 同 。 即 两 
种 扩张 同 构 。 

实 域 上 的 单元 基 扩 张 分 类 的 研究 尚 不 十 分 深入 ， 但 除 二 
维 外 尚 有 一 个 三 维 结果 。 

定理 10 实 域 上 三 维 广 域 扩 张 分 成 四 种 类 型 ， 

(1) 9:=0 (2) 0104-0 (19) 

(8) 010,050 (4) 60-0 
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其 中 6 为 e 的 一 次 因子 ，w 为 6 的 二 次 因子 ， 

证 明 参 看 文献 65。 

例 1 双 调 和 数 元 基 满 足 e+ 2e2+1= 0， 
假设 又 有 e* +1= 0。 那 么 它 原 有 的 示 性 方程 将 无 用 处 ， 

因为 四 维 数 c=w+pe+yez+86cs 利 用 次 数 较 小 的 关系 
?+ 1=0， 将 变 成 一 个 二 维 数 a = (ws-Y)+(8-6)e。 这 种 数 
即 同 构 于 平面 椭圆 复数 . 

例 2 由 定理 10 三 次 单位 数 Ni 元 基 e 的 示人 性 方程 
(e- 109€? vec 1)= 0 与 另 一 种 可 易 三 元 数 示 性 方程 
(e 一 1)(e+ 1)?*= 0 是 不 同 构 的 。 

直接 证 明 是 ， 后 者 中 有 一 医 零 元 

a-(e- 1)(e* 1) a*-0 
而 Ni 中 落 有 元 素 0z = 0， 则 可 由 

a? 2 (a Be yet)? 2 (a? + 2By) - (y? + 2a[De - CB* + 
2ya)e? 0 
即 a?-c-28y-0, y?4-2«B -0, B* +2ya=0 
得 a-D-v-0. 

即 Ni 中 不 存在 非 零 的 宪 零 元 ， 与 后 者 不 同 构 。 

猜测 2 实 域 上 的 多 维 代数 广 域 扩张 的 分 类 将 由 示 性 方程 分 解 式 

v(e) » o3 o$ oz" .651 022... — 05^ =0 
中 的 二 次 因子 0 与 一 次 因子 9 应 的 指数 s1， s esr De Pioo Pm 
祖 定 ， 即 排列 后 指数 的 对 应 祖 同 则 同 构 。 


$10 ” 广 域 正 交 化 与 无 窃 维 数 


本 节 主 要 探讨 一 下 广 域 正 交 化 与 无 穷 维 超越 扩张 。 后 者 
是 一 个 尚 需 进一步 探索 的 问题 。 
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S Sa E AAE TRE ATE VEO MITT PHI H E ER T tare m ers 


定义 19 3E 1, 025 0o, ERF ELD 空间 X 的 一 
组 基 ， 且 满足 
0 Gt) 
(0,0, (20) 
oT (ij) 
NA o 为 X BUTESERE EET HU GERE JURO IO IE SEE. 
3E X20 ”如 果 元 素 a 满足 a*=0， 则 称 a WEFT. 使 
它 成 立 的 最 小 整数 称 为 者 零 元 的 阶 数 。 
. REN 如 果 X 中 存在 正 交 基 C) ， 则 存在 一 组 基 
0, 使 得 


— 0 GÆ f) 
Q0; -|- . . (21) 
Oa G=}) 


证 明 设 w 为 满足 (20) 的 一 组 基 ， 日 
Oi 0.101 i02 t ROO, RU. IO. 用 or (i= 
1, 2, e, ") REAU, iA /时 
得 a,,01—0 
所 以 Gi; —0 Gz) 
由 此 o=o, 
E PETS G=1, 2, ee) 
易 知 他 们 满足 (21》， N 
今后 把 满足 21) 的 基 o 叫 标 准 正 交 基 , 
定理 12 WFE BAR 可 正 交 化 的 必要 条 件 是 XX 中 不 存 
在 非 零 的 知 零 元 ， 
WEBS) 车 其 中 有 非 零 的 暴 零 元 “用 标准 正 交 基 袁 示 为 ， 
Q7 0,6; t üs€s RSET AA 
由 a*zQ 
f AFE, taies ale, — 0 
因此 —a$20,0,20 G-1, 2, e, 90) 


ea 3] œ 


?F 8. 

猜测 5 ”定理 12 中 条 和 件 是 充分 的 . 

定理 13 ” 复 域 C 上 单元 基 广 域 扩 张 X TEL 化 的 充分 几 
要 条 件 是 示 性 方程 中 的 多 项 式 无 重 因 式 。 

证 明 设 其 示 性 方程 为 

f(e)men cae" xat g aa E 

必要 性 ， 若 其 有 重 因 式 ， 即 

fle) = Ce) *qCe) G1) 
MIHANERE! eale), SEMT, 

KDE, X 

f(e) =e- a) (e-a) (e-a) 20, (Caria $93) 
5 Pı = (6—ai)*(e— a, 1)(60-a,.u1)0*9(e—- a.) 
BiU í 0 Gàj) 

P:P =F 

loi G-p 

BHH, Pis €i, s P ÆC 上 线性 无 关 的 。 因 为 如 果 
它们 在 C 上 线性 相关 ， 则 存在 z ~ 1 次 式 

(e) 2 ÀiQi Ape Huet Aapa 0 
这 与 示 性 方程 唯一 性 矛盾 ， 

例 1 双 有 曲 复 数 互 可 正 交 化 。 因 其 示人 性 方程 人 -1 
= (人 1-1)0+1) =0。 正 交 与 标准 正 交 基 为 ， 


. ~ 1 . 
9171-5] pı= -z (1+)) 
_ ~ a ， 
9271-] Qa 2 OTD 


例 2 IIBILVERU, IOARRTIESE 化。 因 其 中 有 二 阶 
PFT. Auk, jb, GF, H 
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kiz(gk*zo 
例 5 三 次 单位 数 Ni， 在 复 域 C 上 可 正 交 化 、 因 示 性 广 
程 在 C 上 可 分 解 为 一 次 因 式 ， 
TERN d Vaner 1 vj 
e?—1-(e—-1)(e« 2 3 i) (e+ 2 十 2 1) 
正 交 基 和 标准 正 交 基 为 


Qi- (- DG d-- Yi pı = 717V ig, 


QizCe— Des-1-4X i P = 二 1+w 8i, 


ps= (et +e+1) Qs =} gs 


研究 课题 8 MRAR C 外 其 它 域 (如 实 域 民 ) 广 域 扩张 的 正 交 
化 研究 . 


$11 无 穷 维 单元 基 扩 张 


以 上 各 节 我 们 考察 了 一 些 有 限 维 广 域 的 性 质 。 但 广 域 并 
不 限于 有 限 维 ， 它 也 可 能 是 无 穷 维 的 . 而 且 元 穷 维 也 并 非 一 
种 形式 ， 本 节 只 是 初步 探讨 一 下 无 穷 HEU 域 扩 张 的 两 种 形 
x. 
1 不 定 元 扩张 

定义 21 如 果 广 域 民 上 单元 基 扩 张 添加 一 个 没有 示 性 方 
程 的 元 基 ce。 则 称 e 为 X 上 的 不 定 元 、。 这 时 构成 了 上 的 无 穷 
维 数 。 

单元 基 不 定 元 的 广 域 扩张 没有 示 性 方程 ， 因 此 它 具 有 明 
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常 变量 函数 的 一 些 性 质 . 

无 穷 维 数 的 元 素 有 多 种 形式 。 例 如 

D a=a0 tetar? t pape 

@ A=mtoe te to l Agte e 

ELEN 4p nee 

"5A MBELTIRSUR S PBUS. 

北 元 可 由 方 程 ax = 1， 等 式 两 边 e 各 次 宕 的 对 应 系数 相 
等 ， 列 出 一 无 穷 形式 的 线性 代数 方程 组 求 得 ， 

例 1 在 复 咸 C 上 添加 不 定 元 z， 构 REAS DA 
的 解析 函数 。 一 般 元 素 形状 是 

F) m Rcoux tet CAE EC. Cz Cog? po 
十 Cszna Ene 
BH AGORA BH EX. ED 内 函数 值 为 零 的 函数 
TORBDUT. JEGOREGESRRBDT GU 376 

GG) !- fos = X OVE 

除 上 述 形式 外 ， 无 穷 维 单元 基 不 定 元 扩张 元 素 还 可 有 其 
它 形式 ， 如 富 立 叶 级 数 形式 等 等 。 但 是 ， 能 否 对 有 示 性 方程 
的 单元 基 扩 张 ， 也 成 为 无 穷 维 呢 ? 我 们 下 面 作 一 种 探讨 性 的 
研究 。 其 中 许多 问题 尚未 弄 清楚 ， 这 里 只 是 抛砖引玉 ， 供 大 
家 讨论 ， 
2 超越 扩张 

定义 22 ”如 果 单 元 基 扩 张 的 示 性 方程 不 是 代数 方程 ， 而 
是 超越 方程 f(e) = 0， 则 称 扩 张 为 广 域 超越 扩张 ， 

广 域 超越 扩张 如 果 以 1 ，e，e2，…，c"，… 为 基 ， 则 
它 构成 一 种 无 穷 维 数 ，。 
| A2 实 域 中 添加 非 实 域 元 基 e， 使 它 满足 一 个 超越 方 
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f. 


sinez ( (22) 
构成 一 种 超越 扩张 ， 这 里 eR，， 因 此 不 是 fr 
元 素 a= teeta? n e aue aen (wx CR) 


它 与 相差 sine 倍数 的 元 素 相 等 ， 即 
a'=a+hsine=q4 

这 有 点 象 同 余 类 相等 ， 即 以 sine 为 模 的 同 余 类 相等 。 因 此 
两 个 元 素 相 等 不 能 认为 是 各 分 量 的 系 数 相 等， 而 是 总 体 差 
sine 展 开 式 的 倍数 。 

P » : 。 € e 

EUH 3524 & 3E 因子 ,sin 3 . C08 5 , sin y cos AUT 
等 等 。 以 一 类 零 因子 为 坐标 ， 可 把 这 种 数 展 成 正 交 形 状 。 


q- z= aba 
i=l 


其 中 e 
8, = sine/sin— (21, 2, =) 


即 从 sine 的 因 式 中 去 掉 sin 7 这 一 因子 。 


可 知 0,0,-0 G, j>0, i365) 

要 求 一 个 元 素 的 逆 元 ， 也 需 列 出 一 无 穷 形式 的 线性 方程 
组 。 由 于 在 元 素 相等 时 的 同 余 性 ， 其 道 元 的 形式 有 多 种 。 也 
导出 多 种 形式 的 零 因子 ， 因 为 本 书 只 是 提出 一 个 初步 想法 ， 
是 否 完备 尚 需 进一步 探讨 。 

研究 课题 9 ”本 节 二 中 广 域 超越 扩张 的 完备 、 深 化 与 应 用 . 
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$12 泛 复数 


为 了 在 一 个 系统 中 建立 分 析 学 ， 就 需要 在 系统 中 引入 邻 
W. RE. ERF., 这 对 于 只 有 单纯 的 代数 运算 是 不 够 的 ， 
还 必须 在 其 中 建立 范 数 和 构成 巴 拿 青 代数 ， 对 这 些 概念 不 熟 
悉 的 读者 可 参看 书后 的 附录 : CIE IUE Non 

本 节 引 入 的 泛 复 数 是 对 研究 分 析 学 十 分 方便 的 系统 ， 

定义 25 ”如 果 一 个 广 域 羡 是 巴 拿 赫 代数 ， 那 么 就 称 它 
为 泛 复数 . 

关于 泛 复 数 与 本 书 中 代数 概念 的 关系 ， 我 们 可 用 一 直观 
的 图 形 描述 ， 图 中 每 一 个 加 均 定义 了 一 个 概念 。 广 域 与 巴 拿 
多 代数 的 交集 即 图 中 阴影 部 份 为 泛 复数 ， 


例 1 X-C(a, DE Ca, b) E fit xk ex PRESA 
dk, MRENA 
IFI = Suplf GO] 
xC€ta, b). 


则 卫 为 泛 复 数 。[a， 中 上 f(x) 有 零点 的 肖 数 称 为 零 因子 ， 

例 2 实 域 上 的 4 阶 微量 数 N;。 示 性 方程 为 er = 0， 对 
元 素 

Q=Qo tae rN te ta,_ eT! 
定义 范 数 

lal 2 aw a; 
构成 泛 复 数 。 例 如 我 们 验证 一 下 构成 巴 拿 赫 代数 的 条 件 
llall Nal =! abil. 

dH b=B,+ßbie+ Bae? teet Bae" 
mp dab = Habo +ib e miBoDe nm | 

= jasfsl = læa|] 8l = llall libi 

例 5 以 整数 六 为 模 的 剩余 类 构成 广 域 ， 但 无 法 定义 
范 数 ， 不 能 构成 巴 拿 替代 数 ， 央 此 不 是 泛 复 数 ， 

例 4 双 曲 数 末 中 元 素 e=w +p URTEIL all o o? g? 
定义 范 数 ， 则 仅 构 成 巴 拿 赫 空间 ， 不 构成 巴 拿 赫 代数 ， 因 为 
设 

a=a+pi, b=y+ô8j 
|l ab || ?= (ay +88)? + (a6 + Br»? 
lall * b]? = (or + B82)(Y? 62) 
labi] *- la * 115] ?= 4a8y6 
不 能 保证 labi «lal lbi. 

因此 在 上 述 范 数 的 意义 下 双 曲 复数 不 是 泛 复 数 。 但 改变 

范 数 的 定义 方式 后 ， 如 定义 
lall = 23wez 二 人 
则 吾 又 是 泛 复 数 ， 

对 于 有 限 维 的 广 域 ， 适 当 定 义 范 数 后 ， 一 般 都 可 构成 巴 

LARA. 因此 我 们 以 前 所 见 到 的 各 种 数 都 是 泛 复 数 。 
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而 在 一 般 广 域 中 的 模 | a lx 及 通常 的 欧 氏 模 不 一 定 满足 
巴 拿 赫 代数 范 数 的 四 点 要 求 ， 因 此 它们 和 泛 复 数 中 定义 的 范 
数 lal 不 是 同一 个 量 。 但 某 些 时 候 它 们 可 以 统一 ， 如 椭圆 
复数 C 中 ，1 el =1Talx=|a |。 一 般 泛 复 数 的 范 数 ， 后 面 将 
予 叙述 。 

泛 复数 可 构成 空间 ， 其 中 元 崇 构 成 点 。 

定义 24 实数 d= x 一 xo | 叫做 泛 复 数 空间 立 中 的 点 
xX、X6o 闻 的 距离 。 满 足 上 x 一 xo || 之 5 的 点 * 的 集合 叫做 xo 的 6 
$53. 记 为 YENCxo， ô). 

定义 25 ”对 于 泛 复 数 数列 xi trota ARERR 
Nx o ye 0 ;存在 N， Mn NBx. EN(x,, e) nj ju] m] A028 
列 {x,} 收 敛 于 泛 复 数 ze。 或 叫 趋向 极限 ro. EA xoxo. 3X 
lmx,xo。 若 {x,} 不 收敛 于 任何 泛 复数 , 则 称 它 是 发 散 的 。 
泛 复 数 极 限 有 类 似 实数 极限 的 各 种 性 质 。 

注意 xxo 在 确定 数列 的 收敛 中 是 从 固定 方向 趋向 xs. 
但 如 果 用 在 变量 xx。 则 是 指 变 量 x 可 从 任意 方向 趋向 x。， 

Dis 双 曲 复数 zx=w+857 按 范 数 上 el =ijcl+16 | 构成 
泛 复 数 ，a 的 e 邻 域 N(a，e) 是 以 a 为 中 心 的 边 长 为 2 的 正方 
形 。 ~ 

gio 例 2 Ni 中 空间 点 e 的 e 邻 域 是 除 实 部 小 于 e 外， 
其 它 各 维 均 无 限制 的 无 限 空间 。 

猜测 4 是 巴 拿 大 空间 的 广 域 ， 适 当 定 义 范 数 后 ， 一 定 能 构成 泛 
ER. 即 图 3 中 山形 入 也 应 为 泛 复 致 ， 


$13. 泛 复数 扩张 
泛 复 数 同样 可 以 扩张 ， 使 其 范围 和 形式 可 根据 需要 不 断 
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Y. 
TN BXOXORLSA, EXOX, HERUR, 
则 称 X 为 的 X 的 泛 复数 扩张 ,X 为 X 的 子 泛 复数 。 
. EXT 若 X 是 的 子 泛 复数 ，VxEX,x €X txr 
X nj 35 为 X 的 理想 ， 

泛 复 数 的 扩张 ， 当 然 也 是 一 种 广 域 的 扩张 。 除 了 上 面 所 
见 的 形式 外 ， 尚 有 许多 其 它 的 形式 这 里 我 们 考察 四 种 常见 
HER: 
1 RM 

5E X28 在 泛 复数 XX 中 添 入 一 些 新 元 素 ， Cel, Co, see 
c.) 定义 新 元 素 与 原 有 元 素 的 运算 后 构成 新 的 省 复 政 称 为 X 
的 添加 ， 记 为 XK (ea. ez, m6. 

以 前 我 们 所 见 的 各 种 泛 复数 大 多 是 添加 的 例子， 下面 我 
们 再 举 一 鲍 ; 

例 1 设 XX 为 任 一 泛 复数 ， 在 X 中 添 入 两 个 元 素 i 和 i. 
构成 新 的 泛 复 数 X(i，ky 共 元 素 为 

a-acfi-yk $i, (y, P, v, SEX) 

"A RGE TERES SERRE ERR AS ORE. EUCEDETSUAR 
fo 6= OBPEERST. Bie, B. v, Opi pie 
因子 时 ，4 也 构成 X(i，k》 中 的 零 因 子 。 

除了 采用 添加 的 办 法 外 ， 泛 复数 扩张 还 可 以 采用 两 种 
《 积 ” 的 方式 对 泛 复数 进行 组 合 。 
2 直 积 

定义 29 设 泛 复数 了 和 的 分 量 域 相同 它 们 的 基 分 别 为 
(el，cz，…en) 和 Gs. fo, rf. 直 积 扩张 为 G 它 的 
EA (g1，&8z，……gm，) ， 则 记 

G = EQF 
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(£1, £s, Bm) = (Qi, e» Eem) (fi, fa, Fa) 


= (efi, efe, t, mfa) (23) 
这 时 扩张 的 维 数 是 m xz? 维 ， 
例 2 椭圆 双 曲 数 实质 由 椭圆 数 与 双 曲 数 直 积 构成 。 即 
RC, 1) = COH 
(l i 5, j=, DE, D 
5 x m 
定义 30 ”记分 量 域 相同 的 两 泛 复 数 了 、F 的 交 积 为 
G=ExF 
(gi, Ez, *"Ex) 5 CCo, Egy Em) X (fis fao t fa) 
(24) 


HB gp eom f ipm X d Sus OE. 
这 时 扩张 的 维 数 一 般 为 km x n, 
例 5 两 个 椭圆 数 的 直 积 与 交 积 为 
C&C: (1, 40090, 12) (0, ir, iz, iiia) CAD 
CxC  (üu,20x(ü,22-0,07 (2 8D 
直 积 中 须 将 两 椭圆 数 的 基 区 别 开 ， 交 积 中 视 两 椭圆 数 中 
WEE ;为 统一 量 。 
例 4 椭圆 抛物 数 与 双 曲 抛物 数 
直 积 为 (1, i, k, kD, j, kz, jka) 
=(1, fs js kis kos ik so otjkika) (16 维 》 
ZRA CA, i, k, dO xG, fs k, ik) 
=(1, 1, j, k, ik, jk, ij, ijk) (8 H) 
交 积 中 视 二 者 抛物 基 K 为 统一 的 量 ， 即 规定 了 条 件 ; 
ki=k=k, 
4 ESR 
定义 31 两 类 泛 复 数 瑟 和 F, HAREE OV. 
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各 到 一 个 元 素 排 列 组 成 新 的 泛 复 数 ， 构 成 泛 复数 的 无 穷 积 。 
记 为 
G=E.F 
这 时 C 一 般 为 无 穷 维 的 . 
Bio ”二 重 实数 的 无 穷 积 
GzR.R 
元 素 形 状 为 (a, D) , Ba, bCR 
主 单位 元 是 (1，1》。a、b 中 有 一 个 为 零 元 时 则 成 为 零 因 


子 。 非 零 因子 元 有 逆 元 (一 ， 书 -)。G 并 非 二 维 ， 而 是 无 闪 


维 。 因 它 的 运算 如 下 ， 

P: (a, 外 (ec, d) = (ac, bd) 

加 法 (a, b) -2(a, b)= 3(a, b) 

而 没有 任意 情况 下 的 (a, bD-c(c, d)=la+e, b+d), 

有 元 素 与 实数 的 乘法 ela, b) (wa, ab) (CR) 因此 只 有 


当 -4 =- 和 =a 时 两 元 素 加 法 才 是 


(a, b) - (c, d)za(e, d) - Cc, d) (a 1)Cce, d). 
HERAF, D,(c,d)fESCHK EXEIRTEXUXS. MZEE 
无 穷 维 的 。 

这 里 可 定义 加 法 不 变 元 为 (0，0)。 

研究 课题 10 ” 泛 复数 的 其 他 扩张 方法 ， 各 种 扩张 方法 间 的 关系 。 


J 题 三 


| 试 求实 域 六 张 (e)， 示 性 方程 为 et=1，、， 即 四 次 单位 数 的 元 
KERRE, HMT. 
2 ”证 明示 性 方程 (e ~ 1)?e = 0 的 广 域 与 示 性 方程 e(e - 1)(e- 2) 
= 0 的 广 域 不 同 构 ， | 
5 ”将 四 次 单位 数 NN1 在 C 上 正 交 化 。 找 出 它 的 标准 正 交 基 。 
4 ”在 五 次 单位 数 Ni 中 ， 计 算 ， 
(e? - 1)5， e 
5 ”在 # 耸 微量 数 W 6 中 计算 
(1+e2) 4, (1 十 e)》 7! ` 
6 Biga'-anj 5x, MART RDIR E 面 复数 0、 
P, HV RVURÉDRN EPRE. 
7 试 分 析 示 性 方程 为 e3 -2e? - e+2= 0 的 类 型 ， 它 与 三 次 单位 
数 Ni 在 实 域 上 是 否 同 构 ? 在 复 域 上 呢 ? 并 将 它 正 交 化 ， 找 出 标准 正 
8 RARER RG, D PEX» EE 构成 江 复 数 。 
9 举 出 两 个 泛 复 数 的 例子 。 
10 ”判别 下 列 示 性 方程 的 复 域 上 的 单元 基 代 数 扩张 是 否 同 构 ， 
(D e*t1-0, ®© e*te'-e3-a.-0, 
G8 e*-1-0, (D e*—85e? *4- 0. 
11 dEEXXGRONHEOR UN ELEA 
lall = lo tBerve? ll ={aj+|B]l+iy] 
iXEUE CAES SGSROR. J PROBE I al] 之 3 的 a 的 范围 . 
12 WARC 与 抛物 数 忆 分 别 同 三 次 单位 数 六 ;的 直 积 是 什么 ? 
交 积 呢 ? 
1s MARHARG J)GSREUESERG., 5) 的 直 积 与 交 积 分 
别 是 什么 ? 
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14 ” 实 域 上 的 署 级 数 ， 可 以 看 成 不 定 元 * 所 生成 的 没有 示 性 方程 
的 无 穷 维 泛 复数 ， 它 的 基 可 祝 为 .1， a, 22, …. 那 么 椭圆 双 曲 数 上 
的 寡 级 数 在 实 域 上 的 基 和 在 复 域 上 的 基 分 别 是 什么 ? 

15 ” 试 证 明 圆 链 复数 中 ， 同 类 零 因子 构成 理想 ， 

16 试 找 出 椭圆 双 曲 数 与 抛物 双 曲 数 交 积 的 扩张 BR(i,j) x RE, 
让) 中 所 有 的 理想 。 

17 举 出 一 个 超越 扩张 的 例子 ， 导 出 它 的 一 些 基本 规律 。 


$14 广 域 多 元 基 代 数 扩张 


广 域 单元 基 扩 张 给 我 们 带 来 了 多 种 形式 的 泛 复数 ， 就 象 
函数 一 样 ， 我 们 自然 会 想到 多 元 基 的 扩张 ， | 

定义 32 在 广 域 X 中 添加 非 X 中 的 元 REA (6, er 
…，e,) 除 满足 一 般 e,ey cere DU edet el^ 等 乘法 规律 
外 ， 还 满足 系数 在 X 中 的 相 容 代数 方程 组 ; 

Pullis 82, *, €,)=0 (k=1, 2, =, m (25) 
扩张 后 的 广 域 记 为 和 (et ea, me MAU LA S oct 
数 扩张 。 方 程 组 Qo) 叫做 扩张 的 示 性 方程 组 。 (el，e,， 
e e.) 叫做 元 基 。 

广 域 多 元 基 扩 张 ， 可 以 构成 有 限 维 空间 。 如 实 域 上 添加 
i, j, k, REJE 

i?+1=0, j?-120, 上 2=0 
构成 一 种 八 维 空间 R(i，;，k) 它 的 基 为 
1 
等 等 。 以 上 我 们 所 见 的 RGi， 力 ，R(0， 丰 等 也 都 是 有 限 维 。 

但 是 在 更 多 的 情况 下 ， 它 们 构成 一 些 无 穷 维 空间 。 而 且 
各 有 自己 的 性 质 和 用 途 。 
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例 1 三 维 调和 数 H 

实 域 或 复 域 添加 元 基 ，c;，e。，cs。， 使 其 满足 
e?+e2+e3=0 (26) 

扩张 后 的 广 域 是 无 限 维 的 .如 果 把 1 看 成 零 Wr. cr es 

ERRE, el, eh, Cier, Crs, ee, 看 成 二 MAE 

易 知 ， 这 种 广 域 有 2n + 1 个 线性 无 关 的 n MEE: 
ciezes Cu, v THERES, Hut+r+r=n) 
例 2 三 维 波 数 W? 
实 域 或 复 域 添加 元 基 c1，e。,，es，e4 使 其 满足 


ef 十 人 十 63 一 w263 = 10 (a ER) (27) 
这 种 数 也 是 无 穷 维 的 。 它 有 (Ca + DII n 
ejesese (A, u, Y, THEM SERA nu-YRTI-TD 
例 5 EZX 
实 域 深 加 元 基 e1，e,，c3，…e.-1， 满 足 
ewes=0 (G7) 
{ (28) 
e$ e, G= jĵ) 


EP i, 7 为 1 2，…，?-1， 因 此 它 构 成 有 限 维 数 。 如 果 
将 主 单位 元 工 独立 ， 则 构成 一 种 4 维 数 。 元 素 形状 为 


和 一 Oo+TUWIei 十 We 二 十 人 en-1 


它 的 零 因 子 条 件 为 
aœ 0 及 4i ¥ — lo (i=l, 2,5,n- 1) 
非 零 及 零 因子 元 a o6 
-i_1 Q __& el 
4 Br l-a xu, ! to XL Qo uae) 


too ERI EAEXaa = 1 求 出 的 。 


由 前 面 定 理 可 知 ， 复 数 域 C 上 单元 基 代 数 扩张 示 狂 方程 
* AA >» 


无 重 因 式 时 定 可 正 交 化 。 但 这 种 扩张 的 主 单位 元 1 包含 在 基 
dp. WA 

eitez + 9 -6,— dl, 
如 果 把 它 当 作 一 个 基 ， 其 它 用 e:，e3，*…，e. 再 作为 基 ， 则 
可 知 它 与 正 交 数 基 的 乘法 表 相 同 。 因 此 我 们 有 

定理 14 复 域 C 上 单元 基 代 数 广 域 扩张 ， 当 示人 性 方程 无 
重 因 式 时 ， 与 正 交 数 同 构 。 

例 4 多 元 基 微 量 数 

实 域 添加 e1，es，e;，…，e,， 满 足 

ert= 0 eri= 0 (29) 

或 者 o. 

€,06, -6e;0, —0 ee 7 0,€,95 0 G7) 

G, j=l, 2, 3, e, n, PLXIEEENO 
均 可 构成 一 种 多 元 基 的 微量 数 ， 它 元 素 的 形状 为 ， 

a= aye eY Perey" 

Qra bu, mo pippa) 

上 面 我 们 观察 了 两 个 有限 维和 两 个 无 限 维 多 元 天 代数 扩 
张 的 例子 。 在 无 限 维 的 情况 下 ， 由 于 基 的 无 限 性 往往 对 我 们 
各 究 感到 不 便 ， 因 此 也 可 根据 具体 情况 对 基 采 取 “ 截 断 ” 措 
施 。 例 如 在 三 维 调和 数 五 ?中 ， 令 

er=es=es=0 (>R) 
xxu, EGSEDUBORa«3(k-1) 的 n 阶 整 基 ， 这 时 H2 成 为 有 
TR AE XX. 

另外 也 可 使 元 基 满 足 其 它 方 程 。 例 如 五 z 中 令 

e= 1, e;—1, eg -k 
其 中 i€C, t€ P. MARR e e 数 同 构 ， 它 的 基 
Jl, i, FF， 天。 是 有 限 的 、 当 然 这 样 处 理 后 的 扩张 已 经 是 
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一 种 特例 ， 不 具有 原 无 限 维 数 的 一 般 性 质 。 


多 元 基 广 域 代数 扩张 要 成 为 泛 复数 还 需要 定义 范 数 ， 构 : 
成 巴 拿 赫 代数 。 为 此 ， 对 隆 元 素 


a= Dae, (m, ER) 
这 里 m 可 以 有 限 ， 也 可 是 无 限 的 ， 定 义 范 数 

lal = Sls] (30) 
易 证 这 种 范 数 满足 巴 拿 替代 数 的 要 求 。 当然 在 和 是 无 穷 形式 


时 ， 则 须 假 定 其 和 是 收敛 的 。 


研究 课题 11 对 各 种 不 同形 式 的 多 元 基 泛 复数 扩张 进行 深入 的 研 
究 ， 主 要 是 其 特殊 性 质 与 结构 ， 其 结果 必 有 较 大 的 用 途 . 


$15 有 限 维 泛 复数 S(e) 


对 于 有 限 维 的 泛 复 数 我 们 为 了 研究 它 的 一 般 性 质 ， 特 引 
入 泛 复数 空间 S(e)， 它 和 有 限 维 代数 有 许多 相似 之 处 和 许多 
共性 ， 但 后 者 并 不 要 求 有 道 元 和 范 数 等 。 这 种 有 限 维 的 泛 复 . 
数 空间 保持 着 我 们 所 熟悉 的 “ 数 ” 的 许多 朴素 性 质 。 

空间 S(e) 的 一 般 元 素 形状 为 : 

Z— X1€4 T X565 tte + Xl, 

其 中 x; ER， 即 它 的 分 量 域 为 实 域 ?。 因 此 任何 实 域 上 的 有 
限 维 泛 复数 均 是 S(e) 的 一 种 。 

SCe)rp3ik B e ue 


eco Xr CG, j=1, 2, en) (31). 
7 叫做 代数 结构 常数 。 


is. AG 。 


由 于 元 素 对 乘法 要 有 交换 律 ， 因 此 由 eae 6o v 要 
ET 

Ylyh G, js k=1, 2, = n) 
乘法 还 要 符合 结合 律 ， 因 此 由 (eiey)e: =ei(ejye1) 可 导出 
结构 常数 还 应 有 


= Xvhrn 
C, Js l, m21, 2, "> n) 
例 1 在 三 次 单位 数 Mi 中 ， 它 的 乘法 表 如 右 ， 因 此 代 
数 结构 常数 如 下 : 


Yi1=1 7Yi1=0 vii-0 
Yi2=0 Yi2=1 yĵa=0 | 1e et 
Yis =0 Yis=0 Yis=1 ZU le et 
Yia270 yła=0  y3is-1 
Yis71 7Y3s3=0 ys= dni ; ee 1 
Yis=0 yss=1 Yi},=0, eze? e 1 e 


如 果 某 一 代数 具有 上 述 性 质 的 乘法 家 ， 但 无 主 单位 元 ， 
出 可 进行 添加 ， 将 它 扩 张 成 一 种 对 应 的 泛 复数 。 今 后 我 们 约 
定 S(。) 中 定 存在 主 单位 元 1 。 
定义 33 SCe) 中 的 范 数 为 
lzi MX e (32) 
EI 
M=Max( Sirul) G, jer ono 
可 证 上 述 范 数 满足 巴 拿 替代 数 的 要 求 。 
上 述 定义 中 的 M = 1 时 则 称 5(<) 是 范 数 归 一 化 的 。 
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定理 15 ” 任 一 有 限 维 泛 复数 S(e) 均 可 将 其 范 数 归 一 化 。 

证 明 设 Ste) 中 一 组 基 为 Ets Cay "ty Caa 3e 3e dn E 
xh. 

我 们 在 其 中 选 一 组 基 ， p shes 621, 2, t, n) 
则 新 基 的 乘法 天 为 : 


€, €; = re = X urit Xari TI 


kel b. 


M» Max Z| Ti D=1 


例 2 在 三 次 单位 数 Ni 中 ， 由 例 1 的 乘法 表 得 ， 
M = Max(| vi, |+| yï; «1 vi;lo2 1 
EmN ARAE BHAR 
llall = |æ+ge+ye | =Mdaæal+|8l+iri>) 
=|wl+18+y|， 
易 验 证 在 这 样 的 范 数 定义 下 Ni; 满足 巴 拿 替代 数 的 要 求 。 
关于 8(e) 电 的 零 因 子 及 道 元 问题 ,我 们 可 有 一 些 初步 结 
果 ， 
E Se pR a= lietteet t+ PME WER 
子 的 充 要 条 件 是 
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-0 (33) 


xvn, Zia. s.. Eyja, 
其 中 y 是 S(e) 中 的 代数 结构 常数 。 
证 明 o 为 零 因子 的 充 要 条 件 是 方程 式 
ab= 0 在 S(e) 中 存在 非 零 解 5= Bier + Bzes 0 m n .e., 
将 5 与 a 习 开 后 ， 得 一 组 实 线 性 方程 组 ， 
Ert e, = 0 (k=1, 2, ** 9 (34) 


此 方程 组 关于 8 有 解 的 充 要 条 件 即 是 人 A= 0. 
显然 非 零 及 零 因子 元 a 有 逆 元 ， 因 为 方程 xx = 1 在 和信 二 
0 时 有 解 。 
在 SCe) 中 也 可 引入 内 积 。 妈 对 a, bES(e) 
Q—0,€1* G50€5 4 tOe, b=Biei t Bert De. 
Wi 内 积 是 
(a, b) 2 aifi t aaBa t n xL, (35) 
T PUBURTE XE SCC I| a] m (a, a) 
=v a] +a + eee + aE XAN E HEB SCOHUMIU E, S dum 
词 ， 不 一 定 能 构成 巴 拿 赫 代数 ，。 
研究 课题 12 ”如 何 利用 代数 结构 常数 来 将 S(e) 分 类 ? (T 


猜测 5 零 因 子 的 “形状 ”结构 决定 了 有 限 维 泛 复数 分 类 的 主要 
性 质 . 
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$16 泛 复 数 扩 张 间 的 某 些 关系 


泛 复数 的 各 种 扩张 在 形式 上 是 有 区 别 的 。 但 在 其 内 涵 上 
是 否 有 一 定 的 关系 呢 ? 这 里 我 们 找 出 两 个 较 一 般 的 结果 ， 其 
中 一 个 是 实 域 扩 张 与 复 域 扩张 的 关系 ， 另 一 个 是 单元 基 扩 张 
和 多 元 基 扩 张 的 关系 。 

我 们 记 3(e) 的 分 量 域 于 下 标 ， 其 维 数 于 上 标 。 

定理 17 任何 一 个 复 域 的 4 维 扩 张 55(e) 都 是 一 个 实 域 
的 2n 维 扩张 5%"(e)。 反之 则 不 然 。 

证 明 首先 设 S5Ce) MIEN er, ez, t, en, DR a= 
aiei+oacs++oes。 因 它 的 分 量 集 是 复 域 即 or 周 历 复 
域 ， 也 即 ax 可 为 C 中 任 一 元 素 ， 

我 们 取 e1，es，…e,，ie1，ics，*…，ie，, DR REB 
22 维 空间 58"(e)。 它 的 元 素 为 

a! - Biei t Baez e t thies Rr Ó dep + oes t t 4, IC, 
XP. 0.0 周 历 实 域 。 1 

事实 上 任何 一 个 e 均 对 应 一 个 a ， 人 和 任何 一 个 a’ 也 可 化 成 
一 个 c。 
其 次 ， 任 意 5%"(e) 中 不 一 定 能 找到 一 组 基 

C1 €25 Ca Cntls Cnr2s "9 Cza 
使 它 与 基 

Eis Ers **, €., d€41, des, eo, de, 
的 乘法 表 全 同 。 下 面 即 是 一 例证 

例 1 双 曲 抛物 数 R(;,，k) 中 ， 没 有 元 素 能 满足 方程 x* 
+1=0。 因 此 它 不 能 是 复 域 的 扩张 。 车 对 元 素 4=&+Pi+ 
yk+ôjkla, 8, y, ER) 有 ar:+1=0, Bl a? +8? -2afj + 
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amama e e 
ETa ane Pr opes 下 


2ayk+2(ad + By )jk £120 
导致 %2+82+1=0， 55, FA. 

在 域 的 扩张 中 有 一 个 著名 定理 说 ， 多 次 添加 不 同 元 素 域 
累 次 代数 扩张 ， 等 同 于 深 加 某 一 个 元 素 的 单纯 代数 扩张 。 在 
广 域 和 渤 复数 的 扩张 中 能 否 还 有 这 一 结论 上 呢 ? 我 们 来 分 析 一 
下 . 

设 分 量 域 4 上 多 元 基 广 域 扩 张 匀 的 基 为 :(ei， C5 »***, 
e.) , WE XA 4 的 一 种 单元 基 p, XO.» 
可 以 是 它 一 组 基 ， 将 。 用 前 面 的 基 表 出 并 进行 乘 方 后 ， 有 ; 


T =Q&llci T O,2€25 T ** c O44.0€, 


C= (31€1 t O22€5 + *** tT O3. €, (36) 


€* = Aail t Ha n€o tt s LE. 


e'"i2g,.10 Qno + e+ Oses 
定义 34 下 面 的 行列 式 叫 做 扩张 对 元 基 e 的 判别 式 . 


| Æi ia t O1; 


A=| O5 Os | (37) 
p | 
a 1 Qaa Cnn | 

由 于 Cu. Ea, t, 60 可 用 O, e, 68, y, 67D 


宕 示 的 充 要 条 件 是 作 坟 0. ， 因 此 我 们 有 

定理 18 4 上 多 元 基 广 域 代 数 扩张 A(e!，es，*…，e.) 
是 单元 基 扩 张 4(e) 的 充 要 条 件 是 存在 某 个 元 基 。 ， 它 的 扩张 
判别 式 入 志 0, 

例 1 椭圆 双 曲 数 是 实 域 添 加 i，i 后 的 多 元 基 扩 3k. 
ÆA 0.4, j,ij)。 但 它 也 是 一 种 单元 基 扩 张 。 因 适当 选 
Wem, A FHAR 
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1-71 | 1 0 0 0 
lo . 1 i 
= -一 -一 十 -— 
e 7” 7) |? VE V3 0 
.. A= 
e?-ij .0 0 0 1 
s. 1l p_e | i 1 
zol.(ü- | 一 0 
e vU )) |? Js Vs 
2140 


这 种 单元 基 扩 张 的 示 性 方程 就 是 et +1= 0, 
例 2 复 域 上 多 元 基 扩 张 示 性 方程 组 为 : 
ex=0, e$320, eies= 0。 
基 为 (2, ei, e$, e2D 
我 们 构造 一 般 的 。， 观 察 它 的 扩张 判别 式 ; 
1-1 
e-autfe, yes t es 


aope 


e? =a? +2abe; +2aye: + (200 + y?)ei 
e? 2 a? +3a?pe, - 3a?y es + (3a? + 3ay * Je} 
由 于 有 人 入 = 0 。 因此 ， 上 述 多 元 基 广 域 代 数 扩张 ， 不 能 是 
种 单元 基 扩 张 ， 
研究 课题 15 ” 广 域 多 元 基 扩 张 是 否 一 定 是 逐次 的 紧 次 扩张 ， 


$17 星 斩 运算 


我 们 在 SC(e) 中 可 引入 一 种 有 价值 的 运算 ， 它 在 今后 建立 
广义 泛 复 变 解析 函数 理论 中 ， 起 到 了 十 分 重要 的 作用 ， 

定义 35 dU TRAPEBBBAC. Wig H 
S(e) 中 任意 元 素 4，5b 有 

a* CS(e), b*ES(e), a*-a (a CR) 
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(a*b)*- a* t b* (ab)* = a*b* (38) 

由 定义 及 广 域 同 构 的 概念 ， 如 JE DS 算 是 一 一 对 应 
的 ， 那 么 我 们 可 知 5(e) 中 全 部 元 素 经 一 种 星 斩 运 算 后 组 成 
S*(e) 同 构 了 于 8S(e)。 但 这 不 是 必然 的 ， 如 例 1 中 的 *s， 

星 轿 运算 是 一 种 具有 线性 和 积 性 分 配 律 的 运算 ， 它 和 共 
d 概 念 是 相交 的 ， 如 椭圆 复数 COH, EMAZ = Z 也 是 共 轿 
运 筑 、 但 三 次 单位 数 N} 中 ，a=&+Be+Ye? 共 轿 运 算是 

- ie y] |Y 8 ， 8 a 


a=] 
d yY Y B 


e? 


+ 
P a 
WiNiNESGSTCAUETUSAL 中 的 三 种 。 
例 1 三 次 单位 数 Ni 中 三 种 星 Üüis (GE XX. Wa- 
a Bev ye?, 
at -a-feyet 《不 变 ) 
a** =a + ye +e? KRANE) (39) 
ap =a+p +y (和 名 分 量 之 和 )》 
上 述 的 共 孝 元 不 能 满足 星 亏 的 要 求 。 而 这 三 种 运算 均 可 洲 
足 。 如 我 们 观察 **, 设 a= w+ Be yet 
则 (a+ casas P MIU XXE Permata P 
(a* PLE y +BY EZ |y +88 +y ae 
+ lab +Batyy ena? a*? 
定义 36 Xp T SCORES, t, e, *", Eya 
ES(e) 均 存在 一 组 相同 的 1 ，14:>，… ER 有 
Aia* 5 ha tee Auot 0 (40) 
出 称 *:，*2，…，:" 是 线性 相关 的 ， 否 则 称 为 线性 无 关 的 。 
具有 m 度 线 性 无 关 星 轿 运 算 的 S(e) , DH tcm RE S ela. 
例 2 例 1 中 六 的 三 种 星 斩 运 算 t, t. € 是 线性 无 
XHj. Big. ABA à, A. 


e B3 a 


Aia*! FÀia*! +Asa*s= 0 AER) 
WU aki+ahks +(+ tys = 0 
BÀ: 942 0 
041 t 041170 
4 的 系数 行列 式 不 能 保证 为 零 ， 无 解 。 

定理 19 ?7 维 泛 复 数 S(e) 量 高 只 能 建立 z 度 星 绝 空间 . 

证 明 S(oOmERmon»-ifues ums ee ， 
则 由 等 式 

AÀia*! + Aza*? b + Ana = 0 
所 得 的 关于 4 的 线性 方程 组 的 个 数 4<m， 因 之 Ais Ar, Am 
必 有 解 ， 也 即 *!，*2，，…，*" 是 线性 相关 的 。 

这 样 ,x 维 泛 复数 中 最 多 只 有 7% 种 线性 无 关 的 星 辊 运算 ， 

也 部 最 多 只 能 建立 2 BERNER WI. 
” 例 5 在 椭 回 双 曲 数 中 ， 元 素 4=a+Pi+Yj+6i7 可 定义 
四 种 星 箔 运算 ， 
i a* -at[i-eyj 48i 
a*t =g- ßi-y} +õif 
a 3 =a + bi- yj-—õij (14) 
a** -a-pi-yj *5ij 

因此 三 次 单位 数 和 Ni 和 椭圆 双 有 曲 数 R(is D 中 分 别 可 建立 
三 度 和 四 上 度 以 下 的 星 思 空间 。 

定义 37 广 域 中 的 星 久 运算 如 果 满 足 苹 中 的 任 一 元 素 
4 有 (ae*)*=a， 则 把 * 叫做 对 合算 子 。 

例 4 裙 圆 双 曲 数 按 俩 3 中 定义 的 四 种 星 绒 运算 都 是 对 
合算 子 、 三 次 单位 数 按 例 1 中 定义 的 三 种 星 胃 运 算 中 ， 前 两 
种 是 对 合算 子 ， 后 一 种 * :不 是 对 合算 子 ， 因 为 

Cla t petyet)**3 = (acBr y)** acf ey 
。 BÀ 。 


研究 课题 14 各 种 具体 的 泛 复 数 S(e) ， 它 们 的 星 弦 运算 都 应 如 
何 定义 ， 各 种 空间 的 星 本 运算 与 对 合算 子 个 数 都 能 达到 空间 维 数 的 数 
量 吗 ? 


X 题 四 
lo 兴 出 再 个 多 元 基 扩 米 的 例 世 、 其 中 一 个 是 有 良 纵 ， 另 一 个 是 


无 限 维 的 ， 
2 在 三 玲 调 和 数 且 :中 计算 
(aei + be» * ces)(zei t ges * zes) 
(re; ye2 + zes)? 
5 在 三 维 波 数 王 ?中 计算 
(zeit yea t zes t te)? 
并 验证 它 每 一 个 分 量 V; 均 满足 波动 方程 


a2uy u Py 92% 
一 一 一 十 ou -一 2 —— 
ar? ay? az? e t2 


示 性 方程 为 e1 = ea + e3 的 多 元 基 泛 复数 的 整 基 数目 规律 如 


=0 


E 


何 ? 
示 性 方程 为 e1 terse + 2 是 - 一 种 超 颈 曲 型 数 ， 求 出 它 的 
HERE. 
去 性 方程 为 ef = e 的 m 阶 整 基 有 凡 个 ? 
TEYE. +eg=- 0 es=1 的 整 基 形 状 如 何 ? 
求 出 平面 复数 的 代数 结构 常数 . 
试 将 双 曲 抛物 数 E(I，E》 的 范 数 归 … 化 ， 
10 iE T EDEHBERC. D 中 定义 范 数 ， 并 验证 在 此 范 数 下 它 
构成 巴 拿 耕 代数 ， 
11 REX PRAH 的 范 数 。 并 分 析 在 此 范 数 意义 
T. EARS Æl = llz+gyol 1<<a 的 直观 图 形 是 什么 4 
12 证 明 由 于 广 域 双 满足 (ap)c= a(bc), Ut 5(e) 的 代数 结 


+ 


4« 
«€ c N o [|| ew 
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常数 要 满足 ， 
È YY = 了 YY 
$21 k=1 
G, js l, m=1, 2, =, R) 
135 uEBjxE 438p. (eT T PCR Je 
lab] < tell Nol 
1 RAR Ca, 5) 
®© a=2+e-e? b=5-3e+ 2e? 
Q a=2+i-j-5ij b=1-it2j-ij 
15 试 定义 四 种 补 圆 抛物 数 的 星 轿 运算 ， 找 出 其 中 的 对 合算 子 ， 
18 验证 87 中 例 1* 满 足 三 次 单位 数 玉 中 星 犯 运算 的 要 求 ， 
17 按 $17 例 8 中 定义 ， 设 a=1+22-307+589 写 出 ao*1，a*2， 
a*3，g*4。 并 验证 《(q*)*= a. 
18 试 证 椭圆 双 曲 数 R(i， 站 ) 在 $17 定 义 下 
lalk= A= PP LP LE 
19 试 判断 椭 贺 抛物 数 R(i kb) 可 否 是 单元 基 扩 张 ， 如 果 是 ， 请 
技 出 其 同 构 的 单元 基 扩 张 . 
20 对 三 次 单位 数 Wi 和 四 次 单位 数 Ni 各 写 出 一 个 与 之 局 构 的 多 
元 基 扩 张 。 i 


COT Mrs 


BTR PARAN 


在 本 书 中 所 出 现 的 准 解 析 肖 数理 论 的 路 线 从 逻辑 与 美学 
的 观点 看 来 ， 似 乎 是 自然 的 。 
一 一 工 . 倍 尔 斯 


本 章 是 前 面 建立 的 代数 系统 中 的 分 析 学 。 它 和 经 典 复 分 
析 异 当 相 似 。 而 它 的 重要 性 已 被 下 一 章 的 初步 应 用 所 证 实 。 
我 感到 它 应 该 纳入 一 般 大 学 教材 中 。 
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本 节 是 泛 复 函数 某 些 一 般 概 念 和 性 质 的 描述 。 为 今后 使 
骨 方 便 起 见 而 把 它 放 在 前 面 。 但 读者 可 先 阅 读 后 面 的 8$825 及 
8 26。 待 感 兴趣 后 再 以 回顾 。 首 先 我 们 了 解 几 个 基本 概念 ， 

定义 58 泛 复 通 空 间 X 中 含 一 个 实 变数 的 点 集 

X=x(t)=xi(t)er xs (Des tu txn(t)e, KEL) 
若 记 去 ts 时 都 有 x(t1) 友 X(ts) 则 称 x 为 简单 曲线 或 约 当 曲线 ， 
又 车 x(a) =x(8)， 则 x 称 为 简单 闭 dh 线 ， 简称 闭 d X. 
LONER G1, 2, |, 0 ， 且 不 为 零 及 零 因 子 寺 ，! 称 % 
为 光滑 曲线 ， 

类 似 地 ， 我 们 称 X 中 含 两 个 、 三 个 … 实 变数 的 点 集 为 
"Pid. Mexx e A. 
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定义 39 下面 的 实 积分 岂 租 曲线 x 的 约 长 
8 B 
$ =Í Ix Cidt -| fxi (61 t xi CD)6s b t +x (lt)e,i dt 
[^] [^] 


(42) 

定义 各 泛 复数 空间 ZX 的 区 域 G 中 的 每 一 个 点 x 按照 一 种 
规律 在 泛 复 数 空 间 了 的 区 域 D 上 有 点 y 与 之 对 应 ， 就 叫做 在 G 
定义 了 一 个 泛 复 变 算 子 /， 当 X~~ 了 时 ,f 称 为 泛 复 变 函数 。 d 
为 

y=f(x) R Rh GcX—DcY 

泛 复 变 函 数 员 有 许多 与 复 变 函数 类 似 的 性 质 ， 许 多 楼 念 
也 可 由 复 变 函数 推广 到 泛 复 变 函 数 中 来 。 无 必要 时 我 们 就 不 ， 
做 特殊 说 明 ， 只 是 借用 和 移植 。 例 如 下 面 定义 中 的 一 些 概 
念 ， 大 家 都 很 熟悉 。 以 后 本 书 中 把 泛 复 变 函 数 简称 为 函数 。 
ERES. 

定义 41  ERZADÉpuECHDDTEDOMR GE XU. mox X ER 
WeoyBpEUOSD fefe ARAR. fodu ud 8 Ed. 

HDAR— Ar Ex FUR Ay ZONE RAE 的 ， 如 
困 一 个 点 *。 有 多 于 一 个 的 y 与 之 对 应 则 称 f 是 多 值 的 。 

如 果 任 意 两 个 xz:，xs Qux 对 应 的 g 也 不 辐 ， 则 称 
FEAH; 如 果 存 在 两 个 或 两 个 以 上 的 点 xz:1，xa， €. 
Xss TÆ DRM E — Ty M 称 / 是 多 叶 前 。 单 值 函 数 y= f(x) 
又 是 单 叶 的 ， 册 称 y! = FxY) 是 一 一 对 应 的 。 

.3EX42 设 xo 是 阔 数 x) 定义 域 G 中 的 点 ， 如 果 对 c. 
存在 5=6(s) 使 得 对 FxENCxo，6) 的 元 衰 x 痢 有 f (x) E 
NC(A4，e)， 因 称 4 为 x>x, 轩 通 沙 y=f(x) 的 报 限 ， 记 为 


lim fix) = Á, 
g o 


WRAZ = fxz) 当 yx 时 极限 存在 ， 且 
lim f(x) 2 f(x$) 
Tr 


SUERT CX TE HR ER, 
EXA ” 泛 复数 空间 X 中 的 泛 复 函 y= f(x) 当 lx] 0 
Bb. ZG de4xllax| !-0, HL 
Af (x) m f(x dx) Fx S F (x)Ax eAx (43) 
ARP (x) 存 在 且 唯 一 ， 则 称 函数 f(x) 在 点 x 是 可 导 的 或 
可 微 的 。 在 x 及 甚 邻 域 可 导 的 函数 ， 叫 做 在 点 xz 是 解析 的 ， 
上 述 定义 不 用 4x 去 除 ， 因 为 它 可 能 通过 零 因子。 显然 可 
我 们 主要 是 研究 一 下 泛 复数 空间 S(e) 中 的 泛 复 变 函数 
4xCCCS(, yEDCS(e)， 则 泛 复 函 Yy=f (x) 用 基 展 开 
CE 
Y =Y HYE - 3 y.6. 
其 中 xi，xs，，…，y ,是 个 独立 的 实 变量 ， 而 
Yi =Yil Xis 12， MN Enn X 
- 定义 44 把 4 写成 g= Yy tyad n y.es 的 过 程 叫 做 
YET: 4 BR y e 叫做 g 的 第 i 个 分 昔 . 而 9 叫 的 g 第 ;个 分 量 ， 


猜测 6 利用 乘法 不 可 交换 的 广 体 也 可 以 建立 一 种 分 本 体系 E 
也 将 在 实际 中 得 到 广泛 的 应 用 . 


$19 JE EE GI GUNWARUETE 
同 复 变 函数 一 样 ， 今 后 我 们 主要 研究 解析 泛 复 函 。 我 们 
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先导 出 解析 消 数 所 应 满足 的 条 件 。 然 后 再 来 探讨 解析 泛 复 淆 
的 一 些 性 质 。 

由 于 y=y(x)= fx) 是 解析 的 ，y'(x) 存 在 且 唯 一 。 今 设 
2X 的 增 量 4x 沿 轴 x,ex 的 方向 趋向 零 。 即 除 4x* 外 ， 其 它 方 向 
增 量 4xy = 0 GxD 因而 有 4x = Axe, 

Ay — 9! GO dx e, teAx es 
XHBbxi, x2, "e, xor, HU 


Y  . lim hy /yy 
x, ^ Arm CAR, P Xs 
所 以 得 ; 
y! ee, = & e; = T es (44) 
j 


G, j-1, 2, *, n) 


ðY GPE 9g. 
ei - mee 一 - 
即 ( dx: (| Ox, (imt Óx, ^ je 


=( OY! e, p Ys oto OP e, Jes 


Ox, Ox; x, 
如 果 8(e) 中 基 的 乘法 表 为 
* k 
€,€; = 之 Y Ck Ci, j=i, 2, Mid n) 
k=1 if 


代入 上 式 ， 由 基 的 实 域 线性 无 关 性 ， 可 得 各 分 量 满足 的 广义 


Tg —— Xe S Cauchy —— Rieman AEA, "E dU— Vp 线性 偏 
微分 方程 组 ， 


Os dym 
m=1 mt Oxy m=1 mf ôx, (45) 


G, 7 k-1, 2, 3, e, n) 


— — —P———— 


并 且 自 然 地 会 得 出 如 下 结果 

定理 20 泛 复数 空间 5S(e) 中 ， 泛 复 函 解析 的 必要 条 件 是 
分 量 gw 满 足 方程 组 (45)， 如 果 分 量 的 全 微分 存在 ， 则 方 TEE 
组 (45) 是 函数 

y—di€1 HYE +t et Ye 
解析 的 充分 条 件 。 

条 件 充分 性 的 证 明 可 参看 文献 43， 

例 1 广义 C 一 R 方 程 中 ,， 令 e1 =1，ecz=1 x150, 
Xz= fs giu, yi—v. 由 《44) 式 即 可 得 复 变 函数 中 的 C 一 - 
方程 组 ; 

Ua = Ug Ug — 一 Us 
把 à, D 的 代数 结构 常数 写 出 后 由 UD 也 可 得 上 式 . 
因此 我 们 把 (44) 式 电 做 泛 复 形式 的 广义 C 一 R 方程 - 
组 . 

例 2 试 求 双 曲 抛物 R(j， 和 ) 复 变 函 数 的 广义 C 一 R 方 
程 。 

fl. Wx-ocBjeykeOjk, f(x)-2P-Qje-RE-Sjk y 
泛 复 形式 的 广义 C 一 R 方 程 (44) ， 可 得 

f.-f'O0, FaF O f S f'GOk, fa=f’ Got. 
也 即 f.m fs, kfa=fys ikfo fs 
kf, —jfy, kfo-7 fs jfy=fs 
将 fOOPROJCORERSRAVAVA EB, BUS 
P,-Q,-R,-8, 
| Q,2P,zS,-R, 
R,-8, P,-Q0,-0 C46 
S,-R; Q,-P,-0 
泛 复 函 中 可 以 规定 一 种 形式 微分 算 符 ， 当 we 非 EIE 
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- 9 十 9 | (47) 


. 当 基 为 雷 因 子 轩 ， 我 们 如 下 规定 也 可 得 相同 结果 。 


1 
eoD sopke on te gs) (48) 
) | 


定义 45 ”上述 形式 微分 算 符 Dry Dogg 简 称 为 和 微 算 
CREXUNG. 

HAHEI S afBoEeAERR ALTE. WRIA, BA 为 
对 所 有 可 能 下 标 i、j 均 成 立 ， 这 时 省 略 地 I Da Di S 
ENERIZ AMEN, HWA 

D,w(x) = Wo Dzw(x)-wz 

由 上 面 的 讨论 的 (43) RA OLD 式 等 可 简化 为 如 下 三 

TFR 


lm — wéx)-wGOn 


(1) w (X0) = ,> xo xx 

0 
(25 wz(x)j-0 (47) 
(83) -w'(i zw) 


并 可 得 结果 
定 一 21 (10 式 的 存在 与 连续 和 等 式 (20 Am. m 
RAF, UN (80 ARE. 


。62 。 


今后 我 们 将 观察 到 ， 泛 复 函 的 导数 ， 在 整体 形式 上 将 种 : 
实 变 函 数 一 样 ， 只 是 它 可 进行 分 莫 ， 得 到 一 组 广 4X —Rjr 
程 。 它 的 性 质 也 将 和 实 变 函 数 类 似 。 例 如 大 家 熟悉 的 
(f+g)’=f’+g’ 
(fg)’=f’g+fo’ 
等 等 。 又 如 解析 泛 复 画 y=f(x) 在 点 x, 的 导数 不 为 零 及 零 鞠 
子 ， 那 么 它 的 反 函 数 x = py) 在 点 yo = f(xo) 也 是 解析 ag, 
县 有 


A? -tim dl t 
M Qu n MD Ay an9 A Ay -FGO 
dp 
研究 课题 15 各 入耳 数 亡 本 多 域 的 研究 ， 特 别 是 各 各 泛 复数 空 闻 . 
零 因子 将 它 分 成 不 潜 通 前 空间 彩 式 如何 ? 以 及 它 对 画 数 解 析 性 的 影 
T8. 


820 高 阶 导 数 与 族 系 方程 


定理 22 S(e) 上 汉人 复 解析 函数 (x) m fae fue tm 
f,e,， 如 果 分 及 fi; 均 有 二 阶 全 微分 ， 则 fx} 的 导数 j' (x) 也 是 : 
证 明 观察 泛 复 变 函 数 
ef^ (x) 2 9461 * Qao p.e, = (x) 
Hp, -20f,/0xi, (21,2, , m e: 为 非 零 因子 
BIFORE, fd 


对 x1 取 偏 微 商 ， 得 


s 63 œ 


(ae -5y 2 ( uL 


m=1 mi Óxi Ox, m=1 miOxi ! Ox, 
SUN e apn nU am 
m-1 mi Ox, m=1 mj Ox, 


由 前 可 知 p(x) 解 析 。 也 即 六 7 (x) 解 桥 ， 
推论 ” 泛 复 解析 函数 各 分 量 存在 * 阶 全 微分 ， 则 其 存在 和 
MIK. 
对 于 存在 4 阶 导数 的 泛 复 函 (x)。 若 m 志 th， 则 有 
O" f(x) 


p p P? 
Ox 10x egy E 
1 1 k 


(m) 
E f (x)el! ep? cp? (50) 


铀 此 ， 高 阶 导数 广 〈z) 可 册 此 式 求 得 。 并 且 也 存在 等 式 ; 


QUSE Ra) 
1 2 8 Pi p2 a 
xX, Ox k 
IIT 9" f(x) GD 
172 k 3 Tia q, a 
x, OX, Ox 
(Mp7 Èq =m) 


i8 XE BER HIA EDISEAR EEA RA 58 
3k. 
定义 46 ”方程 组 GD) 称 为 fxz) 的 泛 复 形式 高 阶 族 系 方 
FA CHARKHA. 
例 1 BERA, z=x+oy, IE i R ge fe) =u 
QU。 一 个 二 阶 族 系 方程 为 ， 
o: [6D n PI) 


ox? dy? 


二 Q*(Uxz c oV x2) ZU; 1 +0Vy2 

可 得 一 种 二 阶 解析 方程 组 

| £ Ux: £Uyi Vy + Vy =0 
P Uy:=Vy:=0 
H Ux:-Uyi-Vx2-Y.:-26 
MLR SIR RHEA 


or TFG) — O(a) ds 
EYES RETE KR, 
ESI o *(U, 4* 4 oV xt") = Uyt 十 oV ys k 


C Ux** ZUy,57, Vx**myy** 

P Uy**=Vy**=0 

H U,**-U,** Vx‘*=Vy” 

例 2 三 次 单位 复 函 中 X= ?+5e+Ec2， 帮 xz) POE 
Re 由 三 阶 族 系 方程 


e? Ox) _ of Cx) " Sfx) _ O*f (x) 
Qj? o? ? 0r? OE? 
P. O. R 满足 三 阶 解 析 方 程 组 
Uns=Uts -zUr: (52Y 
出 二 阶 族 系 方程 组 
e FO 2 90) os OF) L Ofl) 
óp ^ db t7 op o7 aj 
得 e?(Pq2eQu: b e?Rq2) = Pe: t eQte +e?Rg: a 
由 此 Pnz=R Qnz= Pte: Rw:= Qe? 等 
可 得 AP-/Q-AR - (53) 


其 中 4-95 + 9 , 8 


O) 
an 
e 

œi 
"an 
to 
e 

I 

ks 


例 3 DX Emx-etBityjrSfu-P-Q0i 
+Ri+Sij， 有 4 生 阶 族 系 方程 
O*f(x) _ Fa , afa _ 34f (x) 


8a* BDE — O(yp* — aont 

可 得 P、Q、R、5 均 满足 

Uas=Ups=Uys= Us, (54) 

高 阶 解 析 方 程 的 深入 研究 必 将 为 我 们 解决 高 阶 售 微 分 方 
程 问题 带 来 方便 ,但 是 否 象 复 沙 一 样 解析 涵 数 总 可 以 取 蛙 
He? 这 是 一 个 较 复 杂 的 问题 。 我 们 现存 只 雇 有 如 下 的 猜测 。- 
为 简便 起 见 ， 如 无 特殊 说 明 今 后 本 书 提 及 区 函 数 均 为 钱 析 的 
并 认为 是 无 穷 可 徽 的 。 

猜测 7 RRA, EUBGESSISBESTENUEIRGIEN—IEU 
$*. 


DEZIILA 


这 一 节 讨 论 泛 复 函 的 线 积分 ， 它 类 似 于 实 函 的 黎 曼 积 
分 。 

定义 47  THZEGHEERBSCOT BM ZcAomnE 
后 ， 各 段 近似 为 Ax, 7 x. T7 X4 -—1 (2-1, 2, t5, n) EMA 
并 取 极 上限。 如 果 这 个 极限 存在 则 叫做 泛 复 函 河 c 从 x。, 到 x, 的 
ARA. dU 


X. N 

f Hndr= Vm D fa, Ax (55) 
Xg M0 

c 


(M = max| | Axl) 
Ami m&BNeSEq—mBe23WmmBX«pM. BAG 


^» 66 * 


(1) Iatcods - o [fGods (GOBg «AT 


7 


(3) [efe «ocoxts- [rond » [goods 
| 


(8) HGodz- - fco 
有 一 ec 


(4) | freode | «us 


(其 中 5 为 c 的 缴 长 ”MM= Supl fOD 

定理 23 如果 泛 复 函 帮 x) 是 泛 复数 空 间 S(e) 中 单 连通 区 - 
域 D 里 的 解析 函数 ，c 是 DD 中 一 条 约 当 闭 曲线 ， 则 沿 cm 
分 


$toods = 0 (56)- 
证 明 [roses fe fre tfaez tetanen d(x1er 
TXa€6scb eb X.€.) 
- a joude + udest me euidr. 


T eafyradxı +Qzzdxa te t9. mp 


d- ese con eoc ese 06b oop it en eos ec oon 


+e, nid *t95.dxi voce t9.udx. 
n 


其 中 


tyk 
Pir= DTY, fm 


mai "d 
4 IPs x 一 99, 
m G5 得 Qx, Ox, 


DORRA Sc ERUBLY 2 ACC UBL, MILENAR 
均 为 零 。 | 

推论 8S(e) 中 单 连通 区 域内 ， 解 析 泛 复 函 的 积分 与 路 径 
无 关 。 即 积分 


| da 


co? 


是 xo、 LRA RA. 
例 1 Nh CD AAF, MAER (00.0 (1, j) 
的 直线 ci 和 通过 (0、0) ， (1，0) (D MER, 


计算 积分 | eds. 
解 [ea = fer drt io 
Cl C1 


= fe ceny +jshy)díx + jy) 
C1 


- [erehudx *e,8hgdy + j|e*sbudx rte?chgdy 
“el C€1 


2 一 
= 


mug ferde + fedez- Las 
C2 2 


C 


这 一 例子 也 验证 了 定理 23 及 其 推论 ， 其 它 更 多 的 实例 


< 68 * 


读者 可 自行 举 出 . 
定理 24 ”车 (x) 在 区 域 D 内 解析 ， 且 


x 
gx | f Go dx 
a 


Jig GO EMH, Bg =f 
证 明 diAx-x—x, (€. x€D) ， 因 jx) 解析 ， 当 
lix 1| 充分 小 时 上 fx - fO IL 6e XB 


Xo + x 
| f(xo)dx= f(xo)Ax 


X» 


所 以 


1 (Xo t Ax | qrxotAx | 
(ff S edn =el de 


X 
Xo g Xo 
| 
得 |cgGe+4z)-g(xo3-fxa) Ax [Ce Il As I 


B9 24 || Ax || EFE REBR COT AERE. ART 
g'G fix) 
Ar EDAR, CH g'Go-fG) 
定义 48 ” 若 g'(x) = 了 (Xx) 则 称 g(x) 为 f(x) 的 原 函 数 。 记 
为 


: Xx 
g(x) = [roodx- | fGodx +C (57) 
a 
C 为 常数 ， 
定理 25 设 F(x) 是 DD 中 解析 泛 复 函 f(x) 的 原 函 数 ， 虽 存 
在 广义 牛顿 一 一 莱 布 尼 兹 公式 


b 
| fGDdx = F(b) - F(a) (58) 


a 


e 60 «€ 


WEB] di (65D 式 


F(b) - F(a) = (ides c) - (fear cj 
a a. 


b 
- | fix dx 
RUIN, 省 人 
Jj f(x)g’ (x)dx=f(x) 9 e p f' G0gGo0 dx 


扯 于 导数 在 形式 上 与 实 域 中 样子 完全 相同 、 那 么 原 函 数 也 各 
实 域 的 结果 一 样 有 着 祖 闻 形式 。 


例 2 在 正 交 数 中 验证 | x*dx 结 果 与 实 域 中 形式 相同 。 


验证 [edes f crier trer emet (rrer Harea 


十 eee TX...) 


= |x; dxie! t xldxaes +° t xidx,.e. 


(xie, txer tee txie) 


1 
8 
i 


gis 用 和 牛顿 莱 布 尼 兹 公式 计算 例 1 的 结果 ， 


1+f itg bj 
| + 
fü [ea ezdz=ez se -l 
e 0 i 


‘0 


es 70 * 


= e(cht e jshl) -1= -3- Ch - DO +i) 


研究 课题 16  SRRMISECUEID AGER TCEEDIDUERUEENRARI 
这 样 一 些 特殊 状态 深入 研究 后 ,其 结果 的 应 用 ， 


$22 形式 初等 函数 《 工 ) 


在 实 变 初 等 函数 中 ， 如 时 我 们 把 自 变 量 换 成 泛 复数 中 
HEE CET 二 X222 土司 +*,e, 那 么 我 们 就 得 到 江 S 变 函 
数 中 的 “形式 初等 函数 ”。 本 书后 面 简称 为 初等 函数 ， 


WEBER g-fGO-x" (为 自然 数 ) HERIR, 
即 写 成 


Y= Yili tT Ye Fe. 9.0, 


WE Ey, G=1, 2, e, n) 为 mm 阶 整 画 数 。 它 们 都 是 A 


例 1 双 调 和 数 函 数 中 二 次 千 画 数 ， 利 用 示 性 方程 
e^ * 2e* -1- 08] ff. 
Y= X= (X11 t xse xoc? t x,68)? 
= (Xj —-2xsx,—xi 2x1) 
十 EC(2Y1Y2 —2xsx4) 
十 C8C2X1X3 AXXa + x1— 2x2 3x1) 
tex ix. 2xia — AX X4). 
例 2 ZAMAH ESRA 
€celctel-0 
变量 ， X= nei 6563 t Eeg 
nR: y-fGOD =x" =y FY Hee tH fan i+ 
它 的 每 一 分 量 y， (i=1, 2, =, 2n+1) 都 是 ,5， < 的 多 
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项 式 ， 即 所 谓 ” 阶 球 函 数 ， 其 基 为 
O= el, wos=elrlicz，0s=etriesey cm, 
Qi. 7021 C3。 这 样 f(x) - x T —HESRIRISI2n c 1 E 
一 种 映射 。 
Biin, y=x" = (qe, +e, £e)? = (q? 一 3152)e 
+ G5? — 305? )eie$ + Can? b -36E eiea 
+E? -3L8?)e$ + (3n E- E Jeles - (GUE - E*)e2es 
十 6755cieazes 
关于 宕 函数 例子 很 多 ， 读 者 可 自行 列举 。 它 的 性 质 也 类 
似 实 函 。 例 如 (xm)7 = mxm 1， 在 整个 空间 是 解析 的 ,等 等 。 
读者 可 验算 之 。 
多 项 式 函 数 y= f x)= ax +a! teet amata, 
我 们 间 样 可 将 多 项 式 函 数 分 蓝 ， 每 一 分 量 也 都 是 实 多 项 
X. 
定义 49 首 项 系数 wo 不 为 零 因子 的 多 项 式 称 为 正则 的 
20 为 零 因 子 时 称 为 奇异 的 。 
多 项 式 带 余 式 的 除法 ， 
设 g(x) 9 box" t baxT lt + se + bu ix bn 
当 如 不 为 零 因 子 即 g(x) 正 则 时 ， 可 进行 除法 ， 即 可 有 
f(x) = g(x)q(x) tr(x) 
例 3 TX EB +1) (x+ 站 可 有 
jx? +1=(x+j)ljx-1)+(1+j) 
但 (je 9D CO - Dx IARTA. 
多 项 式 函 数 在 整个 空间 都 是 解析 的 。 它 的 零点 分 布 可 能 
是 连续 的 ， 即 根 的 个 数 较 为 复杂 。 


> 二 fo . GoX" + aux"! Vott n 
HERE d gíx) box" bx! be + by 


上 式 中 的 分 母 9(2) 应 为 正则 多 项 式 ， 而 g 的 正则 或 奇 
则 与 分 子 f(x) 相 辐 。 

定义 50” 如果 沁 复 解 本 函数 gy 在 点 4 的 值 不 存在 ， 则 称 a 
为 y 光 奇 点 ， 

BASIRI 《x) 的 零点 与 零 因 子 点 都 是 gy 的 奇 点 。 从 后 
面 的 结果 可 知 奇 点 的 形式 一 般 为 泛 复数 中 零 因子 集 平移 后 的 
集合 。 


例 4 在 椭圆 抛物 数 RGi，) 中 ， 求 有 理 函数 y= -+i 


Su. 
E ERKAT, SGupETRG, DOZAT. Bi 
另 设 x= w+pi+yRLS 庆 ， 则 当 x=8= 0 时， ax HRA 
F, ERTER. 
有 理 丽 数 在 泛 复 数 是 月 限 维 时 ， 它 也 可 进行 分 划 ， 且 每 
个 量 均 为 实 有 理 函 数 。 在 泛 复数 是 无 限 维 时 ， 分 刻 后 将 成 为 
研究 课题 17 ”不 同 种 类 泛 复 数 中 各 种 多 项 式 零点 的 规律 ， 办 因子 
点 的 规律 ， 本 式 分 解 的 规律 ， 以 及 言 异 多 项 式 及 有 理 盏 数 的 有 关 闪 
£s. 


$23 级 数 


我 们 可 以 完全 象 实数 一 样 ， 类 似 地 在 泛 复 数 中 引入 常数 
项 级 数 , 函 数 项 级 数 以 及 知 级 数 等 镀 念 .它们 许多 性 质 也 痢 可 
以 沿用 实 变 表 数 中 的 结果 .只 是 要 把 绝对 值 | " ORE gl. 
邯 可 .例如 各 种 级 数 形式 


08 


常数 项 级 数 。 吕 a，= ai+as+os 
函数 项 级 数 
3 a.f, G0 —-g,fl(x)tafa(x) t agis (x) 7 
Xin 3r Dats ataza? + 
对 于 级 数 的 收敛 ， 例如 对 上 述 突 级 数 在 点 Xo 的 收 钱 ， 是 
指 下 列 极限 存在 
lim D CaX1 
而 在 x 极 限 
lim X l.i] 
存在 则 称 客 级 数 在 zx 是 按 范 数 收 敛 的 ， 同 样 我 们 也 可 将 一 致 


收敛 概念 推广 到 泛 复数 空间 中 的 一 个 区 域 上 。 对 按 范 数 收 皱 


与 一 致 收 伍 的 级 数 也 是 有 实 级 数 类 但 的 一 些 性 质 等 等 ， 从 
E. 


XPTUESCADIE, BARBAN., TER 
数 ， 若 极限 


[ = lim“ lle,l 


存在 则 它 在 超 球 |zll<R = -内 一 致 收敛， 
例 1 deme 1 内 ， 有 
S(x)= 1 =x? tettei, 
l +x 
DE 
« T4 。 


对 于 解析 泛 复 田 我 们 同样 可 导出 泰 鞠 级 数 ， 设 泛 复 国 
了 (x) 在 泛 复数 空间 了 中 区 域 G 中 点 a 邻 域内 存在 无 究 阶 导数 ， 
那么 
d fGOsaeceo-aecaix-at4íYxM e 
则 

f’(x)=art2as (x~ a t 3as(x— a)? +t 

f'"(x)52a14 Bas lx ~ a) + 12a (xm a) ?+ ue 


和 和 


令 “= 得 
f^ (95) 
DET REEU ,a = 0 ,0 = 0, 

21 nt 


Wifi) = fla) tF aax- a) 


EID CELETTE ETO a- a)" toe (59) 

由 前 而 的 猜测 ， 我 们 推断 泛 复 解析 函数 均 可 展 成 素 勒 级 
数 。 但 这 猜测 尚未 证 明 ， 因 此 将 在 点 + 及 共 邻 域 可 展 成 素 蒜 
组 激 的 泛 复 画 叫 做 在 点 xz 的 强 解 析 函 数 。 若 未 加 说 明 ， 本 局 
今后 讨论 的 解析 函数 均 为 强 解析 函数 ， 

PRE 

在 泛 复 函 中 ， 我 们 同样 可 以 引入 罗 朗 级 数 ， 它 的 一 般 形 
E» 


fCx) = X eG) (60) 


它 的 两 部 份 ， 即 4 之 0 部 分 则 做 正则 部 分 。 正 则 部 分 在 超 球 
lx - x«l Rp XC. 另 一 部 分 ?< 0 部 分 出 主 要 部 


. 75 。 


分 。 主 要 部 分 在 超 球 |x - xel>7 外 按 范 数 收敛 。 则 罗 朗 级 数 
(600 在 超 环 7<jilx-xoll<RL 上 绝对 收敛 。 

例 2 ” 双 曲 平面 已 上 ， 我 们 按 范 数 

lzll= lx+igyl=|1x1+1y| 
则 在 方形 域 上 i=|x|1+1y| 过 3 内 有 展开 式 


dye) 
而 在 方形 域 |zl=|xzl +l gy 127 2 外 有 展开 式 


1 1 ( 2 2 93 ) 
三 一 一 一 -— 十 - 十 
z— 9 之 l+ z z? t z? ， 


因此 我 们 在 方 环形 2 <ilzj = lx] + dy «8 KAP H E 
开 式 


1 -1 -1 
(z- 82(2- 2) z- 8 2-2 


在 泛 复 函 中 也 可 象 实 函 和 复 画 一 样 建 立 其 他 形式 的 一 些 
函数 项 级 数 。 如 三 角 级 数 及 其 他 正 交 函 数 所 形成 的 级 数 等 。 
它们 的 形式 与 性 质 也 都 类 似 于 实 函 与 复 函 ， 但 更 丰富 . 

Wu: 泛 复 函 泰 勒 公式 的 余 项 将 具有 与 盏 相同 的 形式 ， 


$24 形式 初等 函数 (IT) 


指数 函数 
我 们 定义 下 列 级 数 的 和 画 数 为 指数 函数 。 
aor XX OOE LEN 
y=7=1 tx 2i t 31 Te "| r 


利用 级 数 的 性质 可 以 导 得 它 也 有 许多 与 实 变 指数 函数 相同 的 
性 质 ， 例 如 
e?1e?2 = eitt, (e*)F =e", el - 1. 等 等 
如 果 翅 指数 函数 分 募 ， 将 得 到 一 类 广义 欧 拉 公 式 。 
di X-—XQ€XjÓite b X.€., 
W] e”=Ee t Eze tert Ejen. 
基 中 五 , =E;:(xX1, Xi, 0, x). 8-1, 2, e n XL 
例 1 四 次 单位 数 Ni 中 泛 复 变数 为 
x-dctfoc-Yyo?-ct8o? 
其 元 基 @ 示 性 方程 o*= 1. | RUKBAA SOS. 
e*- E,-E&40* E;0? - Fw £ 
如 设 5 ER， 则 还 可 有 ` 
es PiE) FEL) + 0E) +0 R) 


-其 中 五 叫做 四 阶 指数 函数 。 这 四 个 四 阶 指数 函数 含 --- 些 有 趣 
的 性 质 。 例 如 ， 由 
ei SE) of) otE, () - 9E 
内 为 eUetmeü-1 
WIS CEO + oE) -CoE UO) + E UO 21 


下 一 
e j4 * 


Bub EO -25DEQQO + BI(E)= 1 
E*(E) - 2E COE CO +E) = 0 
JXRSRXAOUMEXCIZ AREE SE.JEB SCGUO" we. 
可 得 
Am EP) e (3) et w? ~~ 
E, (5) 5 E, (QzE,)-E (5) =E) 
LIJ 
JE pF C UU P XR SEDAN: 
eE* = Ei(kxi, kx, -, kx.26i 
+EzCkxi, kx, e, kn.)e€; 


TEGx., kxa, e, ye 

UL EGCCSCEHC SC RU TEE. BER ARTAR EAE 
pR. 

例 2 IEEE DIA CH, AAAH, 
Bi getting . 

fRfeWBlab gu ER C, D c, AARM} 
Hn prt2nni ptr2anstf = et 

沸 数 函数 有 时 还 可 有 多 周期 等 。 但 一 般 有 桶 带 性 的 感 
期 ， 即 周期 中 存在 元 素 1， 使 :+ 1 = 0. 


Efl 
$t41828 JE XE. RARA 
1 = _ 2 EIE E a XN 
sinx-x T t T 十 (一 1 n 13] 十 


x? x^ x?n 
cosx = 1 一 -一 -十 一 一 一 — e t( -1)^.— 
2] 4] (22)] 


xu Duk H, AMDECE RS IE ETECE OM 
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十 se 


涵 数 的 关系 是 


HAKERA 
ett = cosx risinx 
我 们 也 可 导出 各 种 熟悉 的 三 角 函 数 关系 式 ， 及 定义 其 他 
ZARR. pn 
sinx?x + cos?x — 1, 
(sinx)/ = cosy (eosx)/ = = siny 
sin(x +y) = sinxcosy + cosxsiny 
tgx = siny/cosy 
S, ATENA RARR RRE 
siny = Ey (x) -E, (x) 
cosy =E, GO) ~ Eolx) 
BIS 三 阶 徽 量 数 Ni H, M E rsatpety GE 
中 ca = 0) 的 正 纺 函数 由 和 角 公 式 及 级 数 展开 可 和 企 
sing =sin(a + fec ye?) 
=singcos( ge t ye?) + cosasin(fe + ye?) 


22 
sing | 1- ese | *ceosg(fe * yc?) 


= sing + eßcosg + e? (Yecosa 一 psina) . 


三 角 浮 数 在 不 同 的 泛 复 数 中 ， 周 期 也 不 一 样 ， 如 实 域 中 
27 为 周期 。 而 平面 双 曲 数 中 有 双 局 期 27 和 277。 亿 有 多 周期 ， 
但 它 的 周期 一 般 是 双阳 型 周期 。 即 周期 中 存在 元 素 j， 使 
j-1-20. 
双 曲 函数 


间 样 ， 我 们 用 级 数 来 定义 双 曲 正弦 和 双 曲 余弦 :. 


x? x? xin*i 
shx xc 十 -一 


十 十 -一 一 一 十 
51 (2n+ 1)! 


4 


2 2n 
cbxz14- X To 
21 41 (252)! 


TARAR ORREIK. FEIN E ENEA E 
表达 形式 更 多 样 。 


e-e? egi? E 
shy = 


; 2 2j 


ete o deu 
2 à 
也 有 广义 的 欧 拉 公式 
ei? = chx + jshx 
许多 实 关 系 仍然 成 立 。 如 
ch?x-sh?xz i, (chx)’ 
它们 与 区 阶 指数 函数 的 关系 是 


chx= E, (x) +E (x) 


chx 一 


zshx, (shy)'zchx 等 等 ,. 


shx= Es (x) + FE (2) 

双 则 还 数 一 般 有 椭圆 性 周期 . 
TR UR 2x 

根 式 函数 y=f(x)= A x 是 由 gr = Ah CEE 
WERKA. 

BpAsGeimd 4p, yR EERE, E 
Va PEDE CEU NN. 5 -—18Xn[ Sd "rufi" x, 
因此 根 式 函数 可 能 是 多 值 的 ， 
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例 4 ”平面 双 曲 复数 互 中 ， 由 于 
(a+81)2=w2+B8B2+2c87 
因此 函数 三 wz 定义 域 要 求 Rez 之 0 MH 平面 的 右 半 平 
面 。 
BJS 在 椭圆 双 曲 泛 复数 R C, D P, ysy x 

=v G+ Bit+7Y)+61) 有 四 个 值 。 

y=\ X=+CP+O+i(R+IS) +ICP-O+i(R -8)) 
其 中 


P=“ (to eye emot atv) 3 


Q=“ (a-y)? + (8-0) «(a 


v 1 i (62) 
有 = Maty)? + (+8) ?3? - (aD) 


sva (t - 95 + (8-8)? - Ca - y)}? 


上 述 结 果 ， 是 从 解 y? =&+ Pi+Yi+6ii 的 方程 组 得 出 ， 
-号 者 可 自行 练习 计算 。 

根 式 函数 一 般 情 况 下 看 成 分 指数 的 寡 函 数 运算 起 来 较为 
-方便 。 
.对 数 函 数 

作为 指数 函数 e" = x 的 反 函 数 y = Lnx 称 为 对 数 函 数 ， 

对 不 同 的 泛 复 数 来 说 ， 它 非但 有 不 同 的 定义 域 规定 ， 也 
-有 多 值 与 单 值 等 差异 。 

gio BEAC, P, HP, z=x+iy, z=x+tyk, 
=X% + yj. WU 


. 8] e 


Inl z] i (aretg td + 257) z EC 
x 


(n= 0, tl, t2, ee) 


w= Lnz= | In [x | BÉ K zcPp 
. dxl l 
In [z lee farth zcH 


这 是 由 ew'*v =y tyo, Hp h ettegi a 
füe"chv zx, e"shuzy, Bie. u-lnlzly, vmanthP, 


有 的 泛 复 数 的 指数 函数 较为 复杂 ， 因 此 它们 的 对 数 函 数 . 
展 成 分 巷 就 较为 困难 这 里 就 可 能 得 出 一 些 新 的 前 数 形式 ， 
BERAR 

ER, REF = siny, y = cosy ki Riky = Aresinx, 
g = ArTccosX 
分 别称 为 反正 总、 反 佘 弦 疼 数 ， ， 

ETZARA ANRA, HEET A gE o a 
at. 

TCRUBCR BUE RUTZ EDUC, BEZARI BOSPECOR ZUR 
联系 的 。 因 为 由 
ei" ety eiu + Uy . 


x = siny = — X = COBY 2 a 


26 7 3 


可 解 得 


y= Arcsinx = Ila (ixt lx ) 


y = Arccosx = EL (xt x? —1) 


*" 32 € 


币 理 可 得 反正 切 、 反 余 切 为 


i 1 +ix ) 
= Å te A =—4-L NEN 
d ro tg% 2t n l-t: 
y = Àrcctgx = - 1 Ln (xt ) 
21: xi 


例 7 试 求 平面 双 hE ERHISCGE XA cw ue ju 
= Arcsinz = Aresin(x fy) Byj4y E. wu. v, 
NP oxcjyesin(utju) —sinucosu- jcosusinv 
singcosu — 4, cosusinv =y 


可 解 得 w= Arcsin (y +E) , v= Arccos (n - E) 
其 中 geil» E+ FV (UL -x 


3 w= Arcsig(x + jy) 
= Aresin (y+E) +jArccos (y- E) 
对 不 同 泛 复 的 反 三 角 函 数 也 可 孝 定 自己 的 主 值 ， 以 便 成 
为 单 值 函数 ， 
研究 课题 18 不同 泛 复 数 的 各 种 形式 初等 函数 性 质 的 研究 、 这 些 
- 肖 数 性 质 被 了 解 将 对 其 它 科学 研究 起 较 大 的 帮助 作用 . 如 图 内 整 点 数 
MENAEM sina (tip 下 内 零点 个 数 等 。 


习 题 五 


1 三次 单位 数 Ni 中 ， 设 z=a+Be+ye2 
AK fores. 
2 MARAR, DAAR, 求 麻 异 多 项 式 f (r) = (ir ij)’ 一 
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22+ l1-j5g(2)- jet 1 的 带 余 式 除法 (2)= 9(z)9(2z)+Y(Cz) 中 : 
的 商 9(?) 及 余 式 Y(z) 它 们 是 奇异 的 还 是 正则 的 ? 


5 。 三 次 单位 数 Ni 中 ， 函 数 = 二 二， 其 中 z= at Be + Ye: 的 
定义 域 应 如 何 ? 
4 求 三 阶 微 量 数 3 中， 有理 函数 y= 一 的 奇 点 集 , 其 中 


z-znttocto?.03-2 0. 
5 DERAV? REDE 可 写成 e? +e? = e3 因 而 有 几 个 线性 : 
无 关 的 和 次 二 维 波动 多 项 式 . 
6 在 正 交 数 中 ， 求 
(ziel+2zae2+…z7aen)7 及 ezp(zlel+z2e2+…+zses) 的 分 药 。 
7 三 维 波 数 WW3(ei + e+ eg =a?e3) 试 算出 (zx) = rin. 
8 三维 波 数 W3 中 ， 证 明 p(z)=x" 有 (ne 1)2 个 线性 无 关 分 - 


9 ”将 函数 y = lna( 1 + 2) 展 成 寄 级 数 。 它 在 4 阶 正 交 数 中 形式 如 : 


De = 2 » 三 e 


SB. 

1 若 以 示 性 方程 02 - @ = 0HR 2/54. wok XEz-rtyeo 
指数 函数 的 广义 欧 拉 公式 。 

12 REOR EDS XE X. 

el" -chzjshz, &éiiceh?sz—sh?z = 1 

13 三 次 单位 数 (m3 = 1)8u ui 

e** = E, (z) - Es(z)o * Es(z)o? 


1 2 -二 zz 4 
| E: ze? e 2 —* 
x 1 (0) 8^ EM co? 2 


s R4 » 


= lo _ 工 -$2 os Bor -$e inv 3 
Ez (2) ze 32 2 3e 


E; (£) = ie lets Ss EN sinV $t 

14 试 术 sia(z+ ky), cos(æ + jy), (3? - 1,5? - 0) HADR. 
15 试 将 sh(z iy), ch(z -Ey)utfT ER. 

16 在 三 阶 微量 数 中 Wi， 将 cos(c+ Be+ ve?) tf; BE, 

17 抛物 复 画 中 ， 分 arcsin(z 二 Hg)yarth(z 十 8y)。 

18 WRLa( 1 +i), Lali +j), Lali € E) dd, 

19 XUGHDLEJERQ. bus KIRARAK 


y= tay atBj+yk+òjk EE. 


825 平面 泛 复 函 


用 平面 泛 复数 为 变量 ， 即 令 z=x+8go， 其 中 w 代 表 C、 
P. HZ, k, j. 383] RE IET LE SORS (RU 
w-f(z)-uG,y)ctovix, y) 
当 w = i 时 ， 为 椭圆 复 函 ， 就 是 现今 研究 已 经 十 分 深入 的 复 变 
函数 理论 。 当 w= 时 叫做 抛物 复 函 . o = ?时 叫做 双 曲 复 函 。 
对 解析 应 数 ， 我 们 有 一 阶 导 数 关系 ， 


io tov) | O(Qutov) 
of (2)=0 Ox By o 
因此 ，f(z) 分 别 在 C、P、 五 平面 上 区 域 D 内 解析 的 充分 必要 
条 件 是 xz，z 在 刀 内 可 徽 ， 且 满足 广义 柯 西 一 黎 曼 方程 ， 
zcc zcP zclH 


(63) 


= Vy Ü -U, Ü = Uy (64) 
u= 0 


uy — -Ug y = Ug 
第 一 式 就 是 大 家 熟悉 的 C 一 R 方 程 。 如 果 利 用 圆 加 可 把 
三 式 写 成 统一 的 形式 ， 
Wr Uy 0 
| (65) 
uy v, = 0 
将 上 两 式 分别 对 x 和 y 取 偏 导 ， 就 可 得 到 平面 解析 泛 复 函 的 实 
部 和 患部 均 满 足 方程 
Uy2 Eur? = 0 vy: Duz = 0 
定义 51 把 同一 解析 平面 泛 复 函 中 前 实 部 zx 和 虚 部 "叫做 
共 思 欧 数 。 椭 图 复 函 中 叫 共 轮 调 和 函数 ， 双 曲 复 函 中 吗 共 辑 
H8 BLESS POESETEU EA REST VOR gelb 8. ENHA 


函 中 由 于 vodx 二 vydy = uudx + Ugdy 是 全 微分 。 因此 它们 也 可 
互相 表 出 。 


x, y) 
v= uydx + urdy 
(xo, yo) 
(x y) 
u= vydx + Vedy 
(xo, Yo) 
TERBARP, RIBuwPAwWdygn S 
w= q(x), v -9'(GDOyto(x) 


hpo), pO) x HE REHCKES, u v 冯 的 关系 是 明 
gi. 


Ág EE E 1E BR OO DIEDE TC. P. HERR CHA 
分 
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Í flz)dz= f eroo)edz+ oy) 


=Í uz - Gudy *o|. vdx-udy — (66) 


di (65) ie de C 只 与 起 点 和 终点 有 关 。 因 
此 在 解析 的 单 连通 区 域 闭 曲线 C 


| Faz= 0 (67) 


P BRL DEI A o 2177 AE B GRE ER TE t 2 EL A 0 5 
蜡 景 。 在 其 它 的 平面 复 函 中 是 否 也 能 发 展 这 种 理论 呢 ? rug 
段 仅 能 作出 一 定 猜 测 和 作为 一 个 课题 来 研究 。 

研究 染 题 19 各 种 平 栈 鳃 毛 的 积分 奇异 情况 及 其 度 用 ， 

ELEME LIC Ep E ECUOEE ISP EE ERES 
HEX. EIDAIRAGNSESOEXPISHNmBaIBEESU. $0730 
Wu, "AU od. "WC om AC 5, WRESDEJEDRE. EEE 
——— P" 

积分 的 正常 情况 较为 清楚 。 读 者 可 自行 举例 验算 ， 但 积 
分 的 奇 虹 情 况 如 研究 课题 与 落 测 中 所 旋 蒂 为 复杂 。 为 于 助 大 

凉 研究 这 一 问题 ， 下 面 我 们 分 术 两 个 例子 ， 供 读者 观察 、 研 
M 


-- CA 


例 1 MSRP LA rte tc X SUE. 


bi zcx4iy-eosó + ksing, 
?x 
E $ "-" inl t keos qu 
o C056 + ksing 


[77 一 c0sgsing +k gy 
0 cos? 


EGER. ELS AT RREN. HTAR 


两 处 通过 零 因子 二 [从 而 使 被 积 函 数 两 次 通过 奇 点 ， 而 HUHE 
内 含 一 奇 点 集 。 从 (4I<T) 。 


9/2 Jub EHE, ABA ——a 
ev 29- 
其 中 为 单位 国 。 


z? 

解 设 z-2xcjy-cos0-]jsin0 
We yg 

V2-z* "rw 1 —2jsin0cos 
由 于 平方 根 在 双 曲 复数 瑟 中 的 多 值 性 ， 被 积 函 数 可 能 为 四 个 
值 土 1 和 + i。 因此 积分 可 能 出 现 四 个 值 +27+， $0527) ， 如 
果 对 平方 根 给 出 相应 的 条 件 要 求 ， 也 可 得 出 其 它 结果 。 

这 一 奇异 现象 主要 是 积分 路 线 通 过 了 四 个 奇 点 
+ 一 (1+j) m a-p 

2 v2 

从 上 两 例 可 看 出 ， 各 种 平面 上 的 区 限 在 讨论 问题 中 起 作 
十 分 重要 的 作用 .分 特定 区 限 讨论 问题 ， 将 给 问题 带 来 简 
便 ， 而 区 限 边 界 的 性 质 都 在 问题 中 起 关 键 性 的 作用 。 


$26 三 维 与 四 维 泛 复 函 


复 函 向 高 维 发 展 是 数理 科学 家 们 长 期 追求 的 目标 ， 在 此 
漫长 的 过 程 中 出 现 了 众多 卓越 的 理论 ， 且 有 了 许多 重要 的 用 
途 ， 这 里 引进 的 一 些 高 维 结果 依 我 浅见 ， 除 了 作为 一 般 工 具 
十 分 重要 以 外 ， 很 可 能 成 为 我 们 这 个 世界 结构 与 规律 的 一 个 
ph. 
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三 次 单位 泛 复 函 
利用 三 次 单位 数 N? 中 的 变量 x =5+ne+le? 构成 空间 的 
一 种 泛 复 遂 
f(x)=P+Qe+ Re? 


其 解析 函数 的 导数 是 
(xy 2 F -Ff . of 
f'ix)- Ot ^ em ^ eio . €68) 


由 三 次 单位 数 法 则 e* = 1 乘 开 后 对 照 名 分 量 ， 可 得 广义 C 一 R 
方程 组 ， 
P:=Q,=R; | 
Q: =R = 了。 (69) 
R:=P,=Q; 
从 上 式 可 导出 高 阶 族 系 方程 : 
AP= A0= AR 
4= a * - 十 aes 
因此 P?、Q、R 任 两 者 之 差 都 是 三 维 调和 函数 。 另 外 从 (C69) 
还 可 导出 任 一 P、Q、R 均 满足 u,35u,3=uz3 
在 三 次 单位 泛 复 函 中 可 定义 积分 


[frcoas - [coe t Re?)d(£ * qe t Ee?) 


- fea + Rdn +OdE + efoat + Pdn + RdE 
+ e? [rat + Odn + PdE 


其 中 为 空间 Ni 中 的 曲线 。 
Hi (69) 式 可 知 ， 当 为 约 当 曲线 时 ,积分 与 路 径 无 关 ， 
且 有 闭路 积分 
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因此 矢量 场 (P、R、0) ， (0，P、R) ， R, Q, P) 为 
共 轿 形式 的 位 势 场 . 
TEIL ER Z7 ERI 
3E V3 AE n5 6 PRODUCES THER GE DS] AREE. xe Bi 
yi 6ij, TYH A fE ir R 
fix) Pe-Qi -* Rj & Sij 
导数 Y w= 六 一 和 = 让 p^ (T0) 
TUN, EDEN: EGURJP, 可 得 椭圆 双 曲 复 函 的 广义 C 一 
RJA 
P. =Q, =R, =S; 
Qa = -P,-S,--R, 
R,2S,-2P,-0Q, (71) 
S,--R,2Q,-7-P, 
它 的 指数 函数 是 


axfid^yfaif 


e* =e 
— e^ (cosB * 1sinB) (chy t jshy)(cosóO - 7jsin8) 
=E, +iE, +jEs +ijE, (72) 
指数 画 数 的 分 量 E;，E:，Es，BE4 可 用 来 验证 广义 C 一 - 尺 
方程 组 成 立 ， 并 满足 演化 的 高 阶 族 系 方程 组 
Dausz+U82+Uy+Uhz=0 
Uas=UpB4=Uya4=U84 
这 种 四 维 泛 复 函 也 可 作 如 下 的 与 路 径 无 关 的 积分 ， 


| fco dx [c -Qi - Rj &Sijd(a + Bi - vj  óij) 
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esca a RH ont eg qute e iR me 


= | Pde-@dp+Rdy-S4d6+i Qda+ Pap +Sdy + Fdo 


+j | Raa-Sd8+Pdr-0d3+ 训 Sda + Rd +Qdy + Pd 


我 们 是 在 实 域 上 研究 这 种 泛 复 函 。 但 如 前 章 所 知 ， 椭 加 
双 曲 数 可 看 成 椭圆 与 双 曲 数 的 直 积 。 那 么 分 别 把 双 曲 数 和 椭 
图 数 作为 分 量 域 ， 视 圆 双 曲 复 画 又 有 什么 性 质 呢 ? 首先 ， 它 
可 表示 为 ， 
f(x)2u-civ u, v€ H 
fix)2g-jh g, hEC 
如 果 利 用 双 曲 变量 和 椭圆 变量 做 分 量 域 的 变量 : 
x-(atyj)t(Btoji-b +61 
x=(a+Bi)+t(y+6D)7=A+u) 
则 可 导出 解析 函数 分 量 满足 双 曲 复 函 与 椭圆 复 函 中 的 偏 微分 


方程 
[r7 [979 (3) 
Us= —Ur gu7h, 
这 里 偏 导 数 xr 等 就 是 下 列 的 极限 ， 
ðu ðu Au 


uU; = 


= — s lim — 
a 8(ayj) A0 Aa + Ayj 
椭 贺 双 曲 复 函 的 这 些 性 质 看 出 ， 泛 复 函 对 于 不 同 的 广 域 
. 组 成 层次 性 的 结构 
研究 课题 20 ”各 种 具体 泛 复 范 的 映射 下 各 种 区 域 变 换 的 性 质 ， 


$27 五 维 与 a 维 复 函 


这 节 中 我 们 考察 一 种 特殊 的 五 维 复 函 和 一 种 简单 的 * 维 
& i. 
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五 次 回归 复学 
如 果 在 实 域 上 添 入 元 基 e， 示 性 方程 为 =e 
可 夏 一 种 五 维 数 ， 我 们 称 为 五 次 回归 数 ， 这 种 数 的 元 过 形状 
为 
x-acfe4vye? tõe? 4 ce* 
% 为 零 因 子 的 条 件 是 
Bxó-o0 
a=0 及 { ray roo (74) 
利用 “可 构成 五 次 回归 泛 复 六 
f(x) 5 P Qe t Re? 4 Se? t Te* 
EREADER Aa, Bs Ys ôs ETAR, KAR A A 
解析 的 充 要 条 件 是 : 各 偏 导 存 在 且 
poesie dp reno 
GET, REDE, 可 得 广义 C 一 R 方 程 。 
Ta *tP,-Q,-R,-8,-T., 
Q,-R,-S5,-T,-Q. 
Rj2S,2T,-2Q,-R, (78) 
S,-T,-Qy-R,- : 
02P,-P,-P-P. 
除 元 基 的 示 性 方程 外 ， 这 一 广义 C 一 R 方 程 组 也 看 出 点 
问 归 的 味道 。 原 最 后 一 行 P 是 加 在 T 上 的 。 
与 路 径 无 关 的 积分 是 ， 


Jo Qe + Re? 4 Se? c Te*)d(a + Be e ye? Be? e eet) 


= | Pda + foda & CP& T)dB +Sdy + Rd6 +Qde 


€ 


e02 。 


十 e [Rda t Odf + (P+T)dy  Sdó + Rde 
十 e [saa + Rag t Ody + (P+T)dd 4 Sde 


十 erae tSdB + Rdy +Qdô + (P & T)de 


n 维 正 交 泛 复 函 
我 们 利用 n 维 正 交 数 ， 基 ce1，e:，*…，e, 示 性 方程 
es (1=7) , 
cer ={ 0 G»j (77) 


引进 变量 nmxieictxiei be 4x.6. 
构成 一 种 4 维 江 复 变 函 数 。 


fn) =f Pe +f Pes teet f e, (78) 
对 于 这 种 正 交 泛 复 函 的 解析 函数 应 满足 
f' Que, = HD). iaa, 2, ee, 1) (T9) 
X4 


将 D 式 代入 上 式 并 将 上 式 乘 以 ef dde ft = 0 GS) 
也 即 六 =0 GA) ， 就 是 第 ;个 分 量 中 不 含 其 它 的 实 变 量 ， 
仪 含 第 1 个 实 变量 x,. l 

因而 ， 我 们 可 直接 写成 

fin) -f à el HFa eten tfi z 
SERP Xz = X% moe x. = (0, 即 得 

faae = Fi p el 

同 理 太 Xiei) fioe, (80) 

由 于 e; ESSE BEES — AR OS ERI. 3E dE ge, 
如 果 我 们 站 在 第 ;个 分 葛 中 讨论 问题 *, 就 是 实 单位 1, 它 在 (80) 
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式 中 是 可 有 可 无 的 。 而 原来 在 总 体 上 与 其 它 各 维 一 起 讨论 问 
题 ,为 区 别 起 见 才 在 各 维 上 加 了 一 个 标志 e; .因此 我 们 得 到 ， 
FO -fü 
BF =f, EDITO ERE, EORR Em 数 一 
样 ， 只 是 第 个 分 量 是 将 变量 换 成 了 实数 +，, 因 之 我 们 也 可 认 
为 x 维 正 交 泛 复 函 是 一 种 孙悟空 式 的 具有 分 身 法 的 函数 ， 
例如 利用 乘法 表 及 级 数 我 们 即 得 ， 
fap =n" rey xoti tetxe)" 
= yfer txe Het yte, 
sing = sin(x,e- xseg t *  x.e,) 


- q? në a m 
= 一 一 一 -十 -一 ee d. 一 工 一 
ETT CD Cii 


1 
= (X16, HXzEz be .X.6.)— Frid: €1 txez + 


~。 1... 
HAREK) rr de t Xe to xt) om 


= Sinx,e, FSiny,e, + «e + sinx,e,. 等 等 。 
这 里 应 该 补充 说 明 一 点 ， 我 们 并 未 将 主 单位 元 1 独立 ， 
而 是 包含 在 单位 元 的 组 合 中 构造 的 泛 复 函 。 因 此 例如 e"* 的 展 
开 应 注意 到 1 = el ter tte, 
et N 


er=1+n+ — 
ý 31 n! 


2! 
= {Ey Cab be D RF (x 16i F X go + et XCs) 


trie txie ee. yle) +e 


- e^ie, HETE e? se, 
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3a TA emp ego p SS Pet ee mae meme em 


这 种 函数 的 其 它 运算 也 是 进行 了 各 种 分 身 法 ， 例 如 与 小 
径 无 关 的 积分 是 ， 
[feine fett, Yer t fixs ea tnm 6 fer De Dd(xiei 
ToX.€3 b B X, Ca) 


- e feo 十 e [fors Mss oe efc, )dx 。 


等 等 
研究 课题 21 各 种 具体 话 复 函 的 特性 与 作用 、 如 满足 的 方程 、 奇 - 
异 积分 等 等 . 


$28 零点 与 奇 点 的 基本 定理 


零点 与 麻 点 在 通常 的 椭圆 复 变 函 数 中 扮演 了 非常 特殊 和 
重要 的 角色 。 但 在 一 般 的 泛 复 函 中 ， 我 们 可 以 初步 探索 到 它 
将 有 许多 和 复 函 不 同 的 性 质 . . 

定理 26 ” 除 实 变 及 复 变 解析 函数 外 ， 其 它 有 限 维 泛 复 变 
解析 函数 的 零点 不 一 定 是 孤立 的 ， | 

证 明 ”根据 邦 德 列 雅 金 定理 ， 除 实 域 和 复 域外 ， 其 它 广 
域 所 形成 的 泛 复数 定 有 和 零 因子 ， 否 则 会 形成 新 的 域 ， 设 9、 
6 EX 为 泛 复数 X 中 的 共 亏 零 因子 。 取 XX 中 的 泛 复 解 析 函数 
KO, Be (0200) 也 是 解析 的 .我 们 取 值 f(2)=46 
时 ， 有 o%(5) = 0. 而 当 4 在 实 域 连续 变化 时 ，f (5) 是 连续 
Bj. Amie] RS ARE SRL. 

例 1 在 椭 加 双 曲 复 函 中 ， 解 析 函 数 

fó)-ü-Dx-(10-5D( tfi. yi gp 
d XEBRHQJARGA. xoa +H Fa EEG DOCE 2. 
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为 研究 泛 复 函 的 值 是 零 因 子 点 的 情况 ， 我 们 先 考察 一 下 
零 因 子 的 一 些 性 质 ， . 

定义 52 ” 设 为 泛 复数 X 中 的 一 个 零 因子 。 对 Va EX， 
一 切 形 如 cb 的 元 素 称 为 同类 零 因子 集 。 (今后 如 无 特殊 说 明 
我 们 所 说 零 因 子 集 均 包含 零 ) 。 其 所 在 的 集合 OUR 0XL 
因子 集 。 形 如 a9+c (为 常数 ) 的 集合 可 记 为 @+c， 明 做 
与 9 距离 c 的 平行 集 ， 或 称 为 拟 零 因子 集 ， 

不 难得 到 

定理 27 泛 复数 X 中 的 同类 零 因子 集 9 构成 子 泛 复数 。 
且 构 成 X 的 理想 。 

定理 28 ” 泛 复 数 中 ， 各 类 零 因 子 以 零点 为 公共 极限 点 。 
即 各 类 零 因 子 经 过 零点 连通 。 

证 明 RO 为 泛 复数 X 中 任意 的 某 类 零 因 子 集 ， 设 0E 


9, 对 任意 s>0， WR OsC S - Yep 则 有 


lol = hale B 60cO ， 
PEPAK: 邻 域 内 有 8 类 零 因子 69。 由 于 8 的 任意 性 ， 因 
此 在 零点 的 任意 e 邻 域 艾 存 在 各 类 的 零 因子 ， 

推论 除 实 函 和 复 函 外 ， 其 它 泛 复 函 零 点 的 任 一 邻 域 均 
有 无 穷 多 零 因 子 点 。 

定理 29 除 实 函 和 复 函 外 ， 其 它 泛 复 解 折 函 数 帮 x) WA 
s dE rdg. 

证 明 设 a 为 f(x) 的 奇 点 。 且 


pla) =y = (x — aglr) +r 
Mr DHEA FAF. 否则 f(x) = ET DELL 的 值 为 二 , 与 


. 06 。 


af BIS REIS. 
© 8-0, 0 为 零 因 子 ， &x=a+e0, 则 


fa)=— = 1 
plx) eUqCa + e0) 
不 存在 。 由 于 oe 的 任意 性 ， 可 知 e 点 的 邻 域 中 有 连续 的 EU 


ateb. 


© 设 1 为 零 因 子 ， 令 x*=ater 


2 1 &4 1 
feo plx) r(eq(a +er) +1) 


也 不 存在 。 因 而 4 的 令 域 中 有 连续 的 奇 点 a + er。 
定理 得 证 . 


所 以 除 实 和 复 函 外 ， 其 它 泛 复 解析 函数 奇 点 的 任 一 邻 域 
均 有 无 穷 多 连续 奇 点 。 


例 2 在 梢 回 双 曲解 析 泛 复 函 中 f(x) = 一 二 一 在 奇 点 4 
的 任 一 邻 域 中 ， 均 存在 奇 点 集 : 
x=a+elæ+ bij) 
Kpa, PAER 
例 3 抛物 复 函 P 中 ，z -x+ 她。 求 分 式 函数 


_ kz*1-k 
FfG)-—7ug- 


的 零点 与 奇 点 。 

S D kz+1-k=0, RR, HEREZA. 

Q zt2-4k, KETARA A: 254-2 《和 为 任意 
实数 ) 

研究 课题 22 ”各 种 具体 泛 复 函 零点 与 奇 点 ， 规 律 及 其 应 用 的 研 
5. 
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$29 唯一 性 定理 及 进一步 规律 


本 节 中 我 们 考察 一 下 今后 可 能 常用 到 的 几 个 重要 性 质 ， 

定理 30 ”6 类 零 因子 集 在 解析 变换 后 的 案 合 都 是 0 类 8 
零 因 子 集 。 

证 明 设 w= 了 (00) 是 对 9 的 一 种 解析 变换 ， 将 f 在 解析 点 
a 展 成 泰勒 级 数 ， 所 以 得 

w= 0)=f(a) +f Ca) (0 — a) 


Ea). (8 =a)? + sse 十 大 《2) (o 一 CT 十 ass 
21 nt 


-f(a)- f'iata Loa f" S Paroma D E e 


Tore e +49=40 +b 

由 于 对 于 台中 的 任 一 元 素 9, 值 均 为 与 96 无关 的 定 秆 ， 又 
40€ 日， 好 1(0) 所 在 的 集合 是 原 零 因子 集 9 率 移 了 b. 

这 一 定理 实质 上 确定 了 在 解析 变换 下 ， 零 因子 集 只 能 平 

推论 1 如果 f(x) 在 零点 解析 ， 则 零 因 子 集 9 在 解析 变 
HEEK OFHI O), 

推论 2 ” 拟 零 因 子 集 解析 变换 后 是 同类 拟 零 因子 集 。 

例 1 双 曲 平面 解析 变换 w=z2= Gc 90? 将 单位 图 内 
区 域 喘 射 成 什么 ? 零 因子 映射 威 什么 ? 

解 ” 因 单位 圆周 z= cosp+jsing， 所 以 有 w=f(2)= 2 
= (cosp rjsinp)* 2] -jsin2p 又 国 x= Rez? 2 x? + y?:20, 
v = Imz? = 2xy, Er VL fr Blk 83 Ou 1, uz io | BS RET 
3. 
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又 因 w。 -f(0) 20 所 以 零 因 子 集 仍 为 原 零 因子 集 。 单 位 
MARRATU «DARII DAC Til e M4 rit 


BBUAIL +R- I XE. 

定理 31 ”如果 两 个 泛 复 变 函 数 f(x)、g(x) 在 它 科 解析 的 
单 连通 区 域 G 内 非 同 类 拟 零 因子 无 穷 焦 合 E 上 相等 ， 且 E 在 G 
内 有 极限 点 ， 那 么 /和 59 在 G 内 全 等 。 

WEB] ” 设 xo 为 五 的 极限 点 ， 且 有 展开 式 : 

fíx)2 ao t aCx— xq) t as (x —xo9)? + em 

gx) 5b. t bi(x—x) tba(x xg)? tem 
到 五 内 一 趋向 x 的 序列 5 (=l, 2, 3, -0 dT ffg 在 x。 
für Ef(O-3(0)0, BOR WM f. foo-7s500. HB 
此 co = bs, 

XBix-EG, x-x.3BERRBEDYS T Err tla 
xXo) 为 同类 拟 零 因子 ， 因 此 有 

di taal x —xo ) + as(x—-xq)* m bi +b x—xo ) 
tball- x9)! + 了 权 极 限 后 得 cy b., MERNI, XHE fif n 
都 有 a,=5,， 因 此 在 级 数 收敛 的 以 x。 为 中 心 ，5, 为 半径 的 
ERS: le- rll E, f(x) 三 g(x)。 

对 于 G 内 的 任 一 点 x 可 证 明 f(x) 2gCO, ri mi 
线 工 连通 ， 然 后 取 超 球面 80 与 的 交点 x1 为 极限 点 ， 用 上述 
方法 同 理 可 证 在 超 球 S1， lx~-xj 志 5 中信 x) 三 g(xX)、 这 样 
类 推 ， 可 得 L 上 的 点 即 包括 G 上 芍 任 一 点 * 均 有 f(x) = g(x)， 
HIGA f(x) mg). 

这 一 结果 与 零点 非 孤 立定 理 也 是 相 协调 的 。 

推论 ”如果 一 个 泛 复 解析 函数 Az) 在 解析 区 域 C 内 非 F8] 
类 拟 零 因 子 无 穷 集 合 E 中 为 零 ， 且 五 在 G 内 有 极限 点 ， 那 么 在 
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GWAG)7 0. 
我 们 考察 这 推论 的 另 一 面 意义 可 得 
定理 52 非 恒 为 零 的 解析 泛 复 函 的 根 集 ， 必 为 孤立 点 或 
某 些 同类 拟 零 因子 集 . 
因此 ， 我 们 得 知 了 某 种 泛 复数 零 因 子 集 的 图 形 ， 就 能 知 
道 这 种 泛 复数 的 解析 画 数 的 零点 集 定 为 孤立 点 或 与 这 种 图 形 
平行 的 集合 
例 2 在 三 次 单位 数 N; 中 解析 函数 六 x) 的 零点 Y = 二 + 
4e+#e2 形 状 如 何 ? 
解 ” 因 Ni 中 零 因 子 为 直线 5 =1= 和 平面 5+1+E= 0， 
入 人 x) 的 零点 为 孤立 点 或 与 上 述 直 线 或 平面 平行 的 集合 . 
另外 ， 我们 考察 解析 函数 的 准 根 集 ， 也 即 满足 f(x)=0 
《9 为 零 因 子 》 的 点 x* 的 集合 。 在 f'(x) 不 为 零 或 零 因 子 点 ， 
f(x) 的 反 阔 数 p(x) 也 解析 。 因 此 由 以 上 定理 x = 9(0) = 9(0) 
A06, iB 
定理 33 ”在 大 (x) 不 为 零 及 零 因 子 时 ， 解 析 泛 复 函 的 0 类 
淮 根 集 为 6 类 零 因子 集 平移 了 根 值 Ye = 2(0) 距离 的 拟 零 因子 
集 . 
推论 ” 泛 复 解析 函数 的 奇 点 为 某 些 拟 零 因子 集 。 
例 3 RAPHE C) = arecosz- A(1- 5) fj WE 8 
集 
R BDUz-e00-jD2269510 -). 9(0 21, 所 以 
HREP +-+ -iE R. Xx+y=0 
向 右 平移 了 一 个 单位 。 
由 本 节 唯 一 性 定理 ， 即 定理 31 可 得 
猜测 10 泛 复 解析 函数 存在 着 一 种 用 某 些 边 值 表 示 其 它 函数 值 的 
公式 ， 但 其 形式 不 一 定 全 同 于 柯 西 公式 .寻找 各 种 这 样 的 公式 ， 就 成 
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为 一 重要 研究 课题 . 


X 题 六 


1 平面 有 上， 直线 z= at，y = bt 被 函数 w=ut jv= (r+ jy)? 
映射 到 ww 平面 上 是 什么 曲线 ? 
2. RANÉ RS) ut jo o (z+ Jy) uw ROSE UE: 
Ug —v., Uy —Ug 
3 ” 试 证 ， 双 曲 复 变 解 析 函 数 的 实 部 与 虚 部 满足 : 
D A2U=U,s -20,224 Ty4=0 
D U2-Uy2*=0 
O ATWA, ERRER ER = ych8，3 = ysht， 下 的 双 曲 泛 复 
Bw = u+ jv 的 广义 C 一 BR 条 件 即 二 维 波动 方程 是 ， 
Ug — TU, Ve — T. . 


5 计算 积分 
D [Geinmacein. e Xs cim cea. 


| et (chy + 大 hg)d(z+ jy) e 从 0 到 1+j 的 线段 , 
cC 


6 导出 下 列 积分 的 实 部 与 床 部 ， 并 求 出 其 原 冰 数 的 实 部 与 虚 


D Pu [56 r2 o). 


D Hi [H+ nae on. 


7 试 证 ， 贺 内 整 点 (两 个 坐标 均 为 整数 ) 的 个 数 就 是 双 曲 复 函 
sin(z+ 入)x 的 圆 内 零点 的 个 数 。 
8 ”三 次 单位 复 函 中 求 积分 


D | (t+ net Ee?)3d(C + ne + Ee?). 


. 101* 


© 


£-2cosj, n=sint, £-1 OSKE) 


f ezp(t +ne+Ẹe?jd(t+ne+ Eet). 


: 462? +9623 =1, =0 


Wit SKAMA AR E: 
U6 —u.8— us 
P¿2+2Q;2R;2=R§2+2P,2Q,27 
MARHEARP, ERORE: 
Ua tUg? Uy2 942-2 0 


3c RS DR S RAD, z-octfitYjtij, 计算 ， 
| (2? — z)dz 


€; Y=ò= 0, azBz-zft OXI) 


| e227dz., 
c 


€; a=Y=0, B-cos, $2sinü, (0[LIKr) 


1$ 


XukB4E - a +Be+Ye?+ 8e3+ges 的 逆 元 x-1 是 什么 ? 


请 合理 地 定义 它 的 模 1zlz . 


14 
15 
16 


17 


18 


UOS BEDA IBURS E S PEISIESR ATI e 38. 

写 出 七 维 正 交 泛 复 函 的 两 个 高 阶 族 系 方程 。 

导出 五 次 单位 复 函 的 主要 规律 。 

证 明 满 足 方程 wy ?中 xu = 0 的 实 函 数 % 定 满足 

us -vy =0, tty Cos =0 

AREZ Eu, au AXA E ux Tg dE — D 2; 84 
Pe=Q, Q: =R, Rg =P, l 


中 的 某 一 函数 。 


19 
例 . 


抛物 复 函 中 ， 举 出 零点 是 孤立 与 非 孤 立 的 解析 函数 各 一 


-102 。 


20 双 曲 复 函 中 ， 求 f(2) = (1+ J)(2 - 2) = ott. DER gua) 
= 22 以 1 ~ j 为 原 模 的 准 根 集 ， 

21 三 次 单位 复 函 中 , 找 出 点 (2+。-e?) 邻 域内 王 数 f(z) = 2 的 
A. 

2» 试 求 双 曲 平面 上 零 因 子 集 8 = X(1+ DAHRI ER f) = 
et 后 的 拟 零 因子 集 ， 

23 抛物 复 函 中 ， 求 1(2) = cosz = )E 的 淮 根 集 。 


830 广义 导数 与 广义 解析 函数 


本 节 中 ， 我 们 对 通常 的 导数 概念 加 以 推广 。 这 一 概念 二 
维 情 况 下 的 最 初 引 进 应 归功 于 工 . 倍 尔 斯 和 4. 维 库 阿 。 

X58 ZARE xexieuoexie ee nue. [| og Mr 
w(x) 如 下 的 极限 ， 称 为 w(x) 在 x 点 以 F，G，.…,P 沪 终 点 的 
广义 导数 ; 


deg-pw(x) _ 


dx 7 


lim wCx) — AAF x) - AG(x) — er - AP (x) 
lx — x| >0 X — Xo 


(81) 
REHAR, F. OG. PORA CNS m 称 为 广义 
导数 的 度数 。 . 

定义 54 当 x 了 以 任何 路 径 趋 向 xu， mE FREE, 
则 称 w(x) 在 ze 是 m 度 广义 可 导 的 、 在 zx 及 其 邻 域内 m 度 广义 
可 导 的 泛 复 画 ， 叫 做 在 xo 点 m 度 广义 解析 的 。 

通常 的 导数 是 一 订 的 ， 即 1: =1，F(x)=w(xo) 为 终点 
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的 导数 。 
对 于 m 度 广义 解析 函数 ， 我 们 给 出 如 下 的 结果 ， 
定理 84 FEFA (2) 的 存在 及 连续 与 《83) FH, 
这 时 定 有 (84) Jur. 


drawl) . 
dx 
lim w(x) - A,F(x) - AsG(x) — * — Ag P(x) (82) 
tæv) X —Xo 
Wz(x)-aw*!-bw** «a hw*™ (83) 
roro) -w.) - Aw*! - Bw*? — se- Hw*™ — (84) 


其 中 系数 zc、5、…j 和 4、B、… 互 见 后 面 的 叙述 ， 我 们 称 E 
为 特征 系数 .* ,为 变量 * 所 在 泛 复数 中 的 第 ;种 星 绝 运算 。 
证 明 MEFA (82) 于 xy 存在 且 连 续 ， 设 
Wix) 2 w(x) — AEC) AGC) — ee An Px) 
WO Wiro) 2wG) -AiFG) 7 GG) -hnP(xo) 
=0 7 M 
有 W*'(xo)5 w*!(xi) -MàiF* * (x9) - ÀA3G* * n9) — 
~ ÅmP*' (x) 20 1 
为 简便 起 见 ， 记 w(x) =w， wx = wo 等 等 。 
由 前 面 等 式 可 得 ， 


W-w w$! wj € wj" 
| F Fi FẸ e FP 
| G Ci Gi e Gi" |=0 (85) 
| s.. es . . 
| P . Pt Pt "T Pi" 
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由 此 W 0 及 
- -0 WzA/A 
A 0 A / ds 
xn w wi! wp o wp 
F Ft! FẸ? se Fw 
A=| G Gt! G}? se G;" (86) 
P Pj PPS o pr 
Fy! FP e pin 
Gi! GR x Qm 
A-| t 7 ° (87) 
PS P? e P$" 
由 WW 的 解析 性 及 定理 (21》 可 得 
Ws-0 W'(xi) =W,(xo) 
这 样 就 有 
Wi(Xo) Wil wj? wt" 
Falto) Ff Pp Pi 
G;(x;)) Gp Gg? se Gm -0, (88) 
PG.) PEO PP e pim 
Wal Xo) wi! w* TS wi" 
PF.x.) F$ FS ,,, Pi 
drar W _ 1 G,(x) Gt! G*? .. Qum (89) 
dx ER L4 0 0 0 0 
P.) PY! Poe Pi" 
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当 xo 在 某 区 域内 均 成 立时 可 记 为 变量 x， 即 得 定理 中 (83) ， 
(84) X. 
中 (QD (2) m" (m) 
Rd pa ABSA s 4 LATA 
(90) 


EAA godes e ga AT lbs. 


45, 4 即 是 (88) ， 及 (89) 分 子 中 第 一 行 对 应 元 素 的 代 
数 余 子 式 反 号 ， 但 其 中 xo 应 记 为 x。 

类 似 文 献 (1 ) 中 的 方法 可 由 《〈83) 式 得 出 (82) (84) 
式 。 


等 式 (83) 相当 于 了 -2《n 一 1) 个 实 偏 微分 方程 的 方程 


组 。 其 系数 由 泛 复数 基 的 乘法 家， 例如 SCe) 的 代数 结构 常数 
YU RS ERE. G, --Phg s jui Wok tok, SUITES 这 实 
方程 组 为 广义 解析 函数 w(*) 的 基本 方程 组 。 (83) 式 的 左边 
Dow(x) 是 方程 的 主要 部 份 ， 它 决定 偏 微分 方程 组 的 类 型 。 


EA ARAENE D= i(i) 


决定 二 维 椭圆 型 方程 组 一 样 。〈83) 式 主 部 的 实 形式 在 泛 复 
数 S(c) 中 是 ， 


PET at - 2 Yua d (91) 


其 中 = urla, Xi, t9, XQ) f, j,121, 2, 
7 为 Ste) 的 结构 常数 ， 
HTF G 式 的 右边 各 项 系数 ， 它 含有 m x 7 个 独立 的 参 
变 实 函 。 它 决定 非 齐 阶 方程 组 的 低 阶 部 份 。 
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e, R, 


由 机 度 广义 解析 函数 的 定义 ， 可 得 下 列 规律 

C1) 若 终点 FF、G、…、P 是 解析 的 ， 则 对 应 的 广义 解 
析 函 数 是 解析 的 ， 

C2) wi, way XIRAR, WMWs = pawi t usVs (4 为 实 
常数 ) 也 是 广义 解析 的 。 且 有 


dpg.pWs _ dpq..pWi dpg..pWi 
dx —H1 x 士 & 2 一 -一 —7 
dpg..pF - dpg..pG == dx G..PP - 
(BT (70 de 777 4; 09 


作为 二 度 广义 泛 复 变 解析 函数 完整 的 例子 ， 是 大 家 热 悉 
的 广义 复 变 解析 函数 或 叫 准 解析 函数 ， 参 看 文献 1。 另 一 
个 美好 的 例子 是 R. 吉 尔 伯 特 和 G. 海 勒 的 广 义 超 复 变 函数 理 
i. 参看 文献 13， 它 是 将 古典 复 解 析 算 子 ， 利 用 微量 数 后 的 
HR. 

猪 测 11 nm 维 泛 复 函 中 定 可 建立 1 至 n 度 广义 解析 函数 。 它 将 成 为 


非 齐 阶 方 程 与 齐 阶 方程 联系 的 纽带 ， 成 为 非 齐 阶 线性 偏 微分 方程 西数 
论 的 基础 . 


$31 E ARMEE 
本 节 我 们 初步 考察 一 度 广义 解 桥 泛 复 函 。 从 这 里 我 们 可 
感性 地 对 广义 解析 加 以 了 解 。 
如 果 我 们 定义 * 1 为 不 变 算 子 ， 即 w*! =w， 则 一 度 广义 
解析 有 如 下 三 个 等 价 关 系 。 
dgw -lim XOD CAF(O 
x XXe X — X 


(92) 
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wW = aw a= 


(93) 


ES] 


dyw - - 
dx =w. Aw 


(94) 
这 三 式 可 直接 由 上 节 的 (87》 (88) (89) 及 a、4 的 计 
算得 出 ， 如 果 把 w= we, 二 Wses t +w,e, 及 ws，w: 的 所 有 


可 能 的 计算 C47》 代入 则 可 得 到 等 式 (93) 相当 于 实 偏 微分 
方程 组 


dwy s, ôw} < k Q0 QB 
一 Y = È Y Ysc YRiO QU 
y=1 qv Ox, Ys1 »v Qx, ifie TP 1 


HPD, qd、 5-1, 2,0, a, dad] E. yléit sio 
基 的 乘法 表 系 数 。 


”定理 35 设 9 是 一 度 F 广 义 解 析 的 ， 则 有 


(10 车 ?也 是 一 度 F 广 义 解析 ， 在 4 的 非 零 及 零 因子 点 
w= p/4 是 解析 的 ， 


(2) 若 w 是 解析 的 ， 则 p= gw 是 FF 广义 解析 的 。 
证 明 ( 1) 由 于 算 子 


1 ðw 
vi -Diw- s. ~ Ox;e; ) 
以 及 D。 都 具有 导数 相似 的 运算 性 质 ， 可 得 


7 2 - bas LN - plag) ~ (apa. = 
w; ( ) 元 A 0 


(2) 由 wv 解析 wz =0， 因 而 
be-(qw);-g.W--qwz;-aqw-ap 即 ) 是 B 广 义 解析 。 
由 于 F 是 一 度 广义 解析 w= 如 是 解析 的 ， 因 而 有 


推论 任何 一 度 F 广 义 解析 函数 4 均 可 写成 46= Fw 的 形式 ， 
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Aohw S SE, 
因此 一 度 广 义 解析 函数 问题 常 可 用 上 述 形 式 化 成 解析 聊 
例 1 双 曲 复 肖 中 设 F(z)=x?:+jy?*, F AAN A, 
Wz-U-jV, TWEJ REB (93) 为 
j ~V,=20 +28V 


V.—-U,-2B8U +20V (95) 
RP Áo x00 EE B = — u y” 
(xtyx Ag) Gor yx? x y?) 
这 种 了 广义 解析 函数 由 推论 可 写成 


W=U jV - (x? e jy?) Qu jv) 
Rhu tjv=f z= x + jE ACT PEDE, END LR 
有 U,V 的 显 式 表达 
| 人 
V-x*vty?^u 
我 们 见 到 上 例 基本 方程 右 侧 参 变 实 函 只 有 两 个 ，m x%= 
1 x2=2. 邵 果 要 保证 其 系数 具有 一 般 性 则 舌 4 个 参 变 实务 就 
需要 = 2 度 广义 解析 函数 才 行 ， 
对 于 一 度 广义 解析 函数 ， 我 们 还 可 有 
定理 36 ”一度 广义 解析 函数 的 广义 导 函 数 也 是 一 度 广义 
解析 的 。 
证 明 因为 4= F/F, ASF./F 所 以 有 ca,=4z， 由 
此 及 定理 34， 
= w,; —- Aw;— Arw 
= q.W-aW,— Aw; Aiw 
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= aW, *tw(a.-ÀAa-4À.) | 


-a(w,-Aw) 
-= dpw E 
MAP 


E ATL LIEU T 3E ERGO * 1 作为 不 变 算 子 对 等 
的 一 度 广义 解析 的 意义 。 在 * ! 是 其 它 特定 党 义 时 ， 其 基本 
规律 是 相同 的 ， 但 还 有 其 它 煌 性 否 ， 尚 不 清楚 。 因 而 可 有 

研究 课题 25 各 独 具 杀 一 上 谋 广义 解析 泛 复 吏 的 分 类 与 研究 ， 


$32 二 度 与 四 度 广义 解析 函数 简 例 


本 节 我 们 观察 两 个 简 例 ， 进 一 步 了 解 广义 解析 函数 的 性 
质 ， 这 也 给 我 们 带 来 一 些 直 观 的 感性 认识 。 


二 度 双 曲 广义 解析 函数 简 例 
双 曲 复 函 中 ， 设 终点 一 数 为 
F= cosx, G-singj 
WARS G-)8)"U «tfj J(a-8D**-a-Bj 
可 知 F*! = F= cosy F*2 = cosy 
G*!=G= jsiny G*? = = jsiny 
它 的 基本 方程 为 


(ut+jv)z utjv u-jv 


(cosx), cosx cosy 


(jsiny); jsiny ~ jsing | 
其 中 Wi=DaW = Dz (u+ ju) 


_ ESI _ Ou tjv T 
2 Ox ajy 
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也 即 mE s 


: (Uz tIVa) — Quy vy) uu u-jvu | 
-siny cosy cosy | = 0 
— cosy Jsiny  -jsing | 
展开 整理 后 得 ， 
[ zy 一 uvz= 0 


Uy — Uz = utgx t uctgyg 
由 于 终点 函数 的 特殊 性 ,导出 的 基本 方程 较为 简单 ,但 如 果 仍 
采用 上 述 星 匈 运算 ， 而 终点 函数 采用 一 般 的 形式 基本 方程 就 
RER, piu 


FzacjB G 2 y 4 jó 
(us — uy) t JCtus — Uy) u- ju u-—jv | 


| 


(a; — £u) +7 Er- Ey) à 4- 1B a~ je = 0 
| (Ya 704) tj e= Yy) 7 十 16 7 一 7 | 
KCER JU] 497 RH 
{ Uz — Vy = au + by 


vs —Uy= cu t dv 


a=[B(Ys -8,) - laa — B,)3/KBy — a8) 
b-Cy(Gn - B4) - a(ys 7 vy))/(BY — a8) 
c CBOG -y,) -ôa - o,03/CBy - aô) 
d s Cy (B, ^ ay) - a(0, - y ,)3/(By — a0), 
双 曲 椭圆 广义 解析 函数 
下 面 我 们 再 看 一 个 特殊 的 四 度 广义 解析 函数 的 例子 。 因 
精 圆 双阳 数 中 有 四 种 星 斩 运 算 ， 因 此 它 可 建立 一 度 到 四 度 的 
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广义 解析 函数 。 它 四 度 广义 导数 等 关系 为 ， 
dnGagrw = lim w —A,F - Àq4G—M,H - A,I 


(96 
dx x>x0 X— Xp , 
wry=aw*! +bw*? +cw*? -dw* (97) 
drouy =w,- Aw*!1 ~— Bw*? ~ Cw*? - Dw** (98) 
x 


其 中 x=a+ßi+yj+ôij, wzP-Qi-RjeSij, 
w*'-PrTQitRj8Sij 
w**-P-QitRj-Sij 
w*3 = P4 Qi - Bj - Sij 
w**-P-Qi- Rj Sij 
(67) 式 相当 于 24 个 实 方程 构成 的 超 定 偏 微分 方程 组 。 
主 部 由 下 面 6 个 算 子 决定 : 


0 3 8 8 9 ə 
0m abi? Opi yj yi öl 


a 9 a_a a 3 
3i da? ‘da di’ a do 


其 附属 部 份 aw*! - bw** + cw** c dw**grig ois Sw" MAA 
HAF, G, H, I RAE, PELAS. 附 属 部 
份 的 分 量 数 之 所 以 能 与 方程 数 24 一 致 ， 是 因为 在 其 系数 a， 
5。c、d 中 也 使 用 了 上 述 6 个 微分 算 子 。 如 其 中 有 Fz、G5、 
Hs、1: 等 ， 它 们 与 wz 是 相对 应 的 。 

由 基本 方程 也 可 导出 广义 解析 函数 的 高 阶 微分 方程 组 ， 
构成 广义 解析 泛 复 函 的 族 系 方程 。 但 其 主要 部 份 和 解析 函数 
族 系 方程 相同 。 而 它 具 有 较 丰 富 的 低 阶 部 份 ， 

研究 课题 24 名 种 具体 的 多 度 广 义 解 析 泛 复 孙 的 性 质 ， 以 及 它 与 
各 种 方程 的 关系 。 
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某 种 意义 上 说 ， 找 到 了 方程 对 应 的 广义 解析 泛 复 变 函数 
就 是 找到 了 它们 的 显 解 或 一 定 对 应 意义 上 的 解 。 


$33 ”多 元 泛 复 变 解析 函数 


泛 复 函 向 多 元 发 展 是 必然 的 ， 但 本 书 只 能 起 点 抛 砖 的 作 
用 ， 更 多 美玉 的 出 现 有 藉 于 读者 的 工作 。 

设 X。 为 泛 复 数 空间 z EX.(0=1, 2, e, k) 记 和 =Xi 
QXG XC X MERX =X; xXsx … x Xr HX X 
积 、%= (x1 xi, t5, £m) 

定义 55 Wibe-fGD. 了 XX， 叫做 k 元 泛 复 变 函 数 

例 1 5。.(e) 中 变 元 zs。=51cero+Eavezo + ees 

tCsoCsolO=1, 2, eo k) 
构成 多 元 泛 复 函 w=f(z): S(e)> Sle, HEN. ER 都 是 
IRER, MFZ) Em = ni X na x Xx Me 个 独立 实 变量 的 函数 。 
当然 5 也 可 以 不 是 独立 的 ， 这 时 我 们 记 独 立 实 变量 A EO 
-1,2, =e, m) S pwilANOBSO-SQQOxSGx 
e XSV C) R E, 

定义 56 如果 z。 不 沿 零 因子 方向 趋向 站 时 ， 下 列 极限 存 
在 且 唯 一 ， 称 多 元 泛 复 BP OGOIEx'(Gl,z2, 9, 2) 是 
可 导 的 。 在 x" 及 其 邻 域 可 导 的 f(z)， 称 为 在 z' 解 析 . 

Of(z) Lig fi, e, Zesz) — f(x, zz ) 
Os, lze —22]|2-0 E. xà 


(0-1, 2, =», k) (99) 


对 于 S (e) 中 区 域 D 上 的 多 元 泛 复 解析 函数 
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fans Xf, 


它 的 泛 复 变 量 z。 为 个 ， 独 立 实 变 量 5。, 为 mn 个 ， 则 我 们 有 
定理 37 当 m>k+ 1 时 f(z) 的 分 量 fi 必须 满足 一 序列 广 
义 C 一 R 方 程 组 (101) 。 
证 明 因 f 解 析 ， 因 此 有 
LUE ed ge oo 
(vz1, 2, =, m) 


当 m 之 k+1 时 ， 我 们 可 任 选 《100) 中 5+1 个 等 式 ， irl. 


(021, 2, s 所 存在 且 唯 一 ， 因而 有 


f. oz Oz. e.. zy . 
| oC, ob, ot, OE s 
(f 9n Ors u 0n 

0b, 06, 0L, o6, |7 0 (1015 
-of _ zi ze Il ULIS i 

lr ob. ot. 0L. : 


WRH) Ez. EE, BU 
f(z) =fr t fato nt 4f.e. 
Zoo=C5liocliv+Cancor 十 oo teu 
则 九 应 满足 m 个 自 变量 ，z 个 未 知 函数 ，* 个 方程 的 实 偏 微 分 
Ama. 
当 m=k+1 时 ， 选 择 方法 唯一 ， 因 而 方程 是 确定 的 。 当 
mi + 1 时， 上 述 E+1 个 等 式 选取 方法 增多 ， 因 而 九 将 满足 
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TT TEOR EEOSE T CEDE REE ARa em ence emen 


BAM men Dom 的 超 定 方程 组 。 当 mm<cK+ 


1 时 ， 由 于 x。 间 有 一 定 的 相关 性 ，f, 所 满足 的 方程 不 再 对 任 
意 解 析 函 烙 f(z) 痢 成立， 而 与 1 及 z。 的 具体 形式 有 关 ， 讨 论 
Mni. 

例 1 古典 多 元 复 变 函数 ,z= (zx1,z2， Zk)，Z 一 Xe 十 
iy, UTE w-f(z)suciv C*—C, Rir—R:. 

当 xs，gs 是 独立 时 ， 有 


| 


I 
| Of Oz | 
| Oxp’ Ox. | 
| != 0. 
| Of Oz, 
| Oy." Oy, 
其 | Ou . OU 
i t d | 
| Ox, OX, | 
| = 0 
| Ou On | | 
| 08, Óx, 
因此 
Qu . 9v Qu v 
Ox 0g, Og, Ox, 


(uc 1, 2, «, k) 
9)2 -VCOEBUREN oix IS. MA 
x-tbctgecEe? x*-t6b-Eecvge* 
构成 解析 函数 f(x,x*)= Pe Qe Re? 
出 于 有 三 个 实 变量 ， 因 此 GOD 式 选 择 方式 唯一 
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| a | 
| fe Xe ox | 

fx. xi |= 0 
| fe x; xi | 


Bp 


(P+Qe+Re?), 1 1 | 
(PcrQe-cRe?), € e? =0 
(P+Qe+Re?), e e | 


展开 后 对 照 各 分 量 ， 得 
P:+4P,+P:=Q0:+0,+Q0:=R; +R, FR, 
研究 课题 25 ”多 元 泛 复 函 的 进一步 的 各 种 规律 ， 以 及 它 与 微分 方 
程 的 深 一 诗 的 各 种 关系 . 


$34 形式 重 积分 


多 元 泛 复 函 的 积分 种 类 与 其 形式 是 非常 之 丰富 的 。 本 书 
只 是 初步 探讨 几 种 ， 但 我 深信， 这 一 部 份 将 有 许多 工作 可 
做 ， 且 定 会 成 为 泛 复 函 理论 中 十 巨大 篇 幅 ， 且 有 重要 应 用 的 
一 部 份 。 

下 面 我 们 引入 一 种 最 简单 的 重 积 分 ， 设 /为 泛 复数 空间 
X; 中 的 曲线 。z, Cl G1, 2, k) 

定义 57 BEERS 


I- [frons - We Ires yay mXijdzidzieedz, 


` (102) 
是 指 每 一 层 积分 是 在 泛 复 数 空间 和 ,中 河曲 线 六 的 一 次 积分 ， 
这 时 将 其 它 变量 视 为 参数 。 
也 即 
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I=] dex | dz, i** | fa. Zz t, Ti) dz 


ik Ix- 1 11 


易 知 这 种 形式 重 积 分 具有 许多 实 重 积分 的 相似 性 质 。 
Bl ZERAX, Xa e, LARN, RIRA EM 
X 至 交 积 的 映射 。 
如 桶 图 抛物 数 与 李 回 数 交 积 空间 的 积分 ， 
zicatfÜitykctOik, z;-ucÀAj. WRL 0 Sjzi, 0,59 0 JJ 
2zj, Bü] 
229 Zi 
IZZ = fdz: otn = 222z, 
lı l2 0 0 
=2a(u? — 4*) — 48uA + 1028 (u* 一 12) 二 40U — 4ÓuAk 
+ Ay uAik 
H2 z 同 属于 某 一 泛 复 数 空间 和 时 ， 则 变 为 4 个 X 的 直 
积 空间 到 X 的 有 映射， 特殊 地 ， 当 zi =z,= z 0], gu 
分 成 为 单 变量 函数 的 K 阶 积 分 ， 是 XX 到 XX 的 映射 ， 


r= fff f Go de 


这 时 可 看 成 对 上 限 为 变量 z 的 不 定 积分 ，I 的 k 阶 导数 
p% = f(z) 
定义 58 实体 积分 


I- [rone - f [rans tnde (103) 


是 在 m 维 实 空间 上 的 一 个 区 域 " 上 的 积分 。 如 果 将 Fz) 分 


BESC) = fici foca t+ *tf.e, INTER An AE 积分 梅 
成 分 量 的 积分 ， 
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I= ff Kz) dy = À el A — 


这 种 积分 也 具有 实 函 中 体积 分 的 许多 类 似 性 质 。 例 如 我 
们 引进 n 维 梯度 算 子 : 


ô 0 ð 
4. (765190. i +e ^x, 


如 果 积 分 区 域 v 又 是 实 n 维 空间 (xi, Xi, XQ) 的 一 个 区 
R, WALA: 
定理 38 HERRAS Bv LERRA OA 


ff- J^ f(z)dv= f- ~fafdo ao) 


Ov=0 


(104) 


其 中 是 超 曲面 或 称 ? 锥 体 v 的 边界 。% 为 
Q-—G,6; TATE e T AP 
2 是 c 法 线 在 zx: 方向 的 方向 余弦 
证 明 设 f(z)=fies+fses tretje, 


小 Jes If- “asfsds 
IRAOLA eted tm 


v v 


因为 


所 以 


€ Nef: +esfz + efe dy 
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三 5 ff ortu, do 
$fk=1 o 


= IRG €i 0565 E G8, fie t fos 


[^ 


Terf.e)do 


- | 人 we 


其 中 7 为 S(e) 的 乘法 表 系 数 
这 一 公式 可 以 推广 至 积分 区 域 是 9S(e) 中 的 区 域 v， 即 
VEVE FVC, 二 ee 十 es 
0—0,€41 t 050€» t *e AOC, 
的 情况 。 当 然 这 仅 是 形式 上 的 积分 ， 至 于 其 具体 意义 尚 不 清 
X. 
9i 设 S(e) 为 三 维 正 交 数 ， 基 乘法 表 为 


. 0 Gj) 
ere; =ò = 、 
1 (1= 7) 
G g 0 , 
Ap. = ^ Sy. MEN MEN ; C=Aer EAC, 十 wscs。 


fae fie tfi fies 
代入 103》 式 后 ， 即 得 身高 公式 : 
I fe 
oO 


IXa / 
v 


JA ?次 单位 数 空间 Ni 中 C'-D0. HdjUE EEG 
BON 


z= Yo 十 Yie 十 %ae2 十 ex. 16701 
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f(z2)=fo +fiet+ fae? + ooe -jf.a67 


对 于 解析 函数 有 

ren IF 2 9] _ Ff LV of 

F (2)= Oxo Oxie Oxie? — Ox, Qe"! (106) 
pid 


ff fare z)do - [f [4.52 


[^] v 


一 一 一 1:0 n- 0 
小 G8 P5 + 二 -+ De 


li 


(14 e? tet eese. [2r dv 


(1e v6 + oe seis [rav 

v 
当 * 为 奇数 时 ， 由 基 的 示 性 方程 e" =1， 可 得 
1 +e tettetem] ete? tee ge 
HFAF, P-e te? Reim) 
因此 在 奇数 维 n 次 单位 泛 复 数 空间 有 ， 


a-eff-[ afos a-e ff aote o cin 
o v 


研究 课题 26 在 各 种 具 体 的 活 复 西 中 可 建立 不 同形 式 的 积分 , 它 
们 的 特性 与 功用 如 何 ? 

M12 MMRUHSXENHETE OHEE EN IERICERN 
KERRE. 
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J 题 + 


1 试 导出 椭圆 复 函 中 = r- 让 的 一 度 广义 FE 解析 函数 的 分 € 
浙 应 满足 的 基本 方程 组 ， | 

2 试 导 出 抛物 复 函 中 只 = sin(z+9)+e”+Yk 的 一 度 广义 了 解析 
:的 基本 方程 组 ， 

3 ”导出 一 度 广 义 解 析 函 数 《93) (94) 两 式 ， 

4 双 曲 复 函 中 丸 = e*，G=g29 的 了 、G 二 度 广义 解析 沙 数 满足 
的 基本 方程 组 形式 是 什么 ? 

5 “导出 精 圆 复 函 中 四 、G 解 折 函 数 (63》 OD 中 特征 系数 a、 
ib, A, BHF, G2GkISS T. 

6 JXGEOCEGX«EPRR(, JO) BREBRESOBH, Hu AEE 
基本 方程 组 的 六 个 算 子 。 

7 试用 z= ze RIZ z- iyt UTER, 导出 二 元 泛 复 w= 
ackiv-f(z, 2) 解 析 函 数 的 广义 C 一 吕方 程 组 。 

8 ”试用 三 次 单位 数 中 变量 z eC ner te2 和 z*=t+n+& 为 变 
: 量 导 出 一 元 泛 复 解析 函数 = f(z, z*)=P + Qe+ Re? H xX C—R 
方程 组 ， 

9 MARHE z =a +Bi+yj+ I 和 z* = Bity)— 831i) 
:的 二 元 解析 函数 也 = 了 (2,2*) - P+ Qi Rj - Sij] X C—RO Rei 
有 几 种 组 合 ? 并 导出 其 中 一 组 。- 

10 椭圆 抛物 变量 2 = a+ pit Yh+ 5ik 和 z*1 =a- Bi+tyk- dik 
z*?-a4pi-yk- iM ERREN - f (2,291 592) - P4 Qi 
Rk + 8S 庆 所 应 满足 的 广义 C 一 及 方程 是 什么 ? 

11 计算 平面 复 函 所 构成 的 逐 层 重 积分 ， 


了 ft . 
D | | 21%20%1d%2 Zi2&8itiyi, Z2=%2+ JY2 
TP 
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R(A1ti . 
G IN Zodzidz» LIEPIEENTIPEETEETEETE 


0J2 


12 VERNA uz e+ Bi+Yh+8 诗 ，， 试 净 积分 
I= fre 分 药 。 并 用 计算 泛 揽 函 重 积分 来 直接 写 出 分 是 实 积分 的 结 
EN 

13 写 出 构 网 双 曲 复 函 中 广义 奥 高 公式 的 具体 形式 。 

44 “ 试 计算 三 次 单位 泛 复 函 的 实体 积分 ， 

I- fffe * ner £et)?dCdudt 
v 
y 是 实 空间 中 的 立方 体 。0<t&1l KL LE, 


15 试 定 义 并 研究 双 曲 复 函 重 积分 a 
f(a, z-ztjy ` 
j 


UB DASRBSERLH ES EM, 


e 122 。 


dm Op 用 


可 以 相信 ， 几 何 和 分 析 中 的 工 具 将 被 发 现 是 很 有 用 处 
一 一 陈省身 

泛 复 变 函 数 虽然 财 咱 出 一 点 青 界 的 幼 芽 ， 它 的 面 狐 现在 

还 没有 十 分 清楚 地 被 人 们 认识 ， 但 即使 在 这 种 情况 下 ， 也 可 

发 现 它 会 有 许多 用 途 。 本 章 介 绍 的 只 是 作者 罚 于 桃 核 中 的 感 

知 。 但 这 一 初步 应 用 也 可 以 鹤 见 泛 复 变 画 数 与 名 重要 学 科 的 
联系 。 它 的 引进 已 经 给 其 它 数 理科 学 带 来 一 点 新 意 。 


$35 PHIS YY 


dej. YR XE POE mS EDEB REN A 

TRES, 并 分 析 它 的 物理 意义 ， 
z' = a% (108) 

pzs to, z =G Eo, lal]. . 

我 们 首先 分 别 在 C、P、 五 中 将 a 写成 指数 式 。 因 为 
了 了 三 lelx = 1, WUA 

C a=a+4 ĝi=cos8 + ising 0= aretg- 

P a=ga+fk=1+6k 0-6 (109) 

H a-zacfj-ch04jsh0 0= anth P 
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! ”因此 映射 (108〉 是 下 面 三 种 变换 
. C UL c£'i- (cosD +ising)(t + Ei) 
PoL'ef'k-(On 8k), e Ek) (110» 
f H it'-E'jo(ch0-cjsh0Y(5 + Ej) 
: BENRF, XPERGONERORUR D, WAR en 


L' = Lcosg — Esing 

C | (111* 
E’ = CsinÓ + EcosÜ 
‘g =E 

P (112) 
TAI 
p - bchg -- Esh0 

H (113) 
E’ = Gsh -- Ech0 


当 我 们 赋予 变量 5，§ 等 为 时 间 电 长度 x， XXE C. Uk 
b=ct, =x,  Bla-vjc (114) 
时 ， 三 种 变换 形成 了 不 同 的 力学 系统 的 基础 变换 。 
首先 ， 在 抛物 平面 P 上 ， (O12) 式 构成 匣 里 略 变换 ， 
t =t 
(1157 


x'-yicx 
它 是 牛顿 经 典 力学 的 基础 。 我 们 把 它 叫 做 所 物力 学 . 
其 次 ， 在 双 曲 平面 互 上 ， 《113) 式 构 成 劳 伦 [EST 


2 
f ct^ 一 o Cttuxy — 
| vV c? —? 
| . (116) 
m" vct 4 ex 
XP moo 
vc - y? 


它 构成 爱 因 斯 坦 相 对 性 力学 的 基础 ,我 们 把 它 叫 做 双 曲 力学 。 


e 124 。 


最 后 ， 在 椭 辕 平面 C 上 ， O10 式 形 Hu HEELS. 
得 变换 ， 


" c*t—-vx 
和 TV 
C117) 
, vct+ex | 
ZEN 


菜 布 尼 效 曾 断 言 ， 经 验 定律 仅 适 用 于 现实 世界 ， 而 逻辑 . 
定律 则 适用 于 所 有 可 能 存在 的 世界 ， 因 之 我 们 自然 有 
Wis KULEWA OD 构成 一 种 新 型 力学， 我 们 把 它 吐 
机 加 力学 .这 种 力学 也 定 有 相对 的 物质 效应 。 它 可 能 与 时 空 结构 及 超 光 
RAX. dUPvcH (O10 式 仍 有 效 ， 因 此 它 是 一 种 超 光速 力 学。 
几 种 力学 中 的 基础 变换 均 可 统一 成 平面 复 函 中 最 简单 的 
线性 变换 (108) 。 自 然 这 种 简便 的 形式 将 给 各 种 力学 研究 
带 来 方便 。 也 为 探索 新 的 力学 规律 提供 了 工具 和 途径 。 
例 1 试 证 劳 伦 兹 变换 构成 群 。 
WA 因 劳 伦 兹 变换 即 双 曲 组 性 变换 (108) . 
今 设 两 劳 伦 兹 变换 为 
z^-gz', x’=bz (lalxy=|blx=1) 
则 两 变换 的 乘积 为 
z” = az! = abz 


又 因 |ablx= laiwibiu7 1, 所 以 z”= abz 仍 为 劳 伦 兹 变换 . 
另存 在 但 等 变换 *' oz, Rat = zz> 有 道 变换 := Lu, grs 


伦 兹 变换 构成 群 ， 
H2 试 求 平面 复数 帆 角 加 法 的 物理 意义 
E 设 0，0: 为 平面 复数 ck £10, a; ct Biol B 
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H 
0-0; +0, (118) 
Bpa =v/c， 因 此 在 P、 吾 、C 中 上 式 分 别 为 
Ph B/azBi/ai*Bs/a: 


HA V=VI +U? (118) p 
Hm arth8/a — arth fa, + arthf, /os 
. Biait Bolas 
出 此 8/a - lta falaz 
MA Vito 
PS pli. Ue (118) x 
c c 


C 中 arcetg8/w = aretgB /a, t arctgfs/a, 


"m 8/a = ri Baie 
An O ito 


vv (118) a 


C C 


(118) 5. (118) za 分别 为 热 物 力学 与 双 曲 力学 中 的 速 
疼 合 成 公式 。 因 此 平面 复数 幅 角 相 加 的 物理 意义 是 平面 力学 
名 的 速度 合成 。 (O18) RERE HAHA 测 的 3E HE 
RAA. 

在 椭圆 力学 中 6/a=v/c>0 时， (117) Æ (118) 08$ 
: 艾 转 换 成 了 经 典 的 抛物 力学 . 

我 深信 ， 数 学 中 和 谐 的 美 在 自然 界 中 定 有 对 应 。 逻 辑 推 
理 的 结果 可 能 弥补 我 们 感官 的 不 足 或 偏 移 ， 人 类 之 所 以 先 接 
- 受 经 典 力学 与 相对 性 力学 ， 是 因为 我 们 所 处 的 时 空 及 我 们 的 
:感官 所 造成 ， 也 是 人 类 认识 的 局 限 性 所 造成 的 。 


* 126 * 


猜测 14 除 线性 变换 C103) 外 ， 其 它 更 为 复杂 的 变换 也 能 导致 
村 为 多 彩 的 时 空 与 力学 变 斤 ， 它 们 也 将 有 物理 实体 对 应 . 

对 于 数学 与 物理 间 的 关系 ,我 看 应 该 是 一 对 挛 生 姐妹 . 数 
学 应 该 是 现实 世界 事物 的 一 种 符号 描述 ， 因 此 如 下 的 一 些 数 
学 与 物理 间 泛 对 称 的 猜测 是 应 该 成 立 的 ， 

猜测 15 任何 物质 现象 ， 均 可 有 一 种 数学 播 述 ， 任 何 数学 结果 都; 
有 被 描述 的 现象 与 物质 . 


$36 空间 流 场 与 电磁 单质 


众所周知 ， 空 间 流 场 问题 是 不 好 直接 处 理 的 。 往 往 只 能 
化 成 平面 流 场 来 近似 地 租 ， 我 们 利用 泛 复 变 函 数 来 作 一 个 初 
步 的 尝试 。 利 用 高 维 泛 复 函 来 直接 描述 空间 流 场 。 
本 节 主 要 讨论 三 次 单位 泛 复 函 与 空间 流 场 的 关系 。 
首先 三 次 单位 解析 画 数 f(x) = P+Qe+Rez， 基 中 yx = 二 二 
1eE+Ecez。 的 分 量 如 下 的 组 合 后 
vP-R  v'sR-Q uv-0-P 
构成 向 最 v= (v', v?, v?) ， 它 是 空间 不 可 压缩 流体 无 旋 
定常 流动 的 速度 向 量 。 因 为 它 满足 
divv= 0 rot = 0 (119) 
B1 fGo)-xt-(L ge Eet)? 
= (E? + 255) + (E? + 259)e + (n?  2£0)e* 
用 它 分 量 组 合 构成 空间 流 场 的 速度 分 量 是 
s -P-RsQ-qKg-2b 
v*-R-Qs(Q-EGc-E-20) 
v?=Q-P=(E-EXE+6- 2y) 
JC UC BUT in CR MRR, 


VO-QyP-0 (120) 


A TP-3(Q+R)I YVR-0)=0 (121) 


-+ yo ;RRENT 


因此 可 用 (R-O) 及 P 或 CR-O) BP- (0 +R) 来 


A HUE 3X0 35 KAMRA XX ELERP 外 其 它 三 个 都 是 


$2 f(x)= 一 - Tigri 
效 它 分 萝 后 可 计算 出 P、Q、R。 我 们 取 
EEES 

g=R Q=- aln- 6) 


bè +y? c E? Cn - g& — EL 
:流通 数 


BG - Geo) 
C +n? E Un - nE- EG 
(a, 6 为 实 常数 》 
等 值 时 它们 都 是 柱 面 ， 以 原点 为 奇 点 ， 


另外 我 们 也 可 直接 由 三 次 单位 复 函 的 三 个 分 量 构 友 室 间 
流动 NOE B4 


zP,v*-R,v*-Q 
ABCDNEEEN 
P,-R,*Qi-0 (122》 
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$=P- (Q +R) = 


那么 P、R、 就 可 以 构成 一 个 空间 不 可 压缩 流 场 无 旋 流 的 过 
度 场 ， 因 为 由 一 阶 和 解析 方程 组 可 得 
rotu = rot( Pi + Rj + Ok) 
2(Q,—R,)* (P, -Qi+ (R;-P,)k = 0 

XLTHEEQISAPNURHBESBEJEXSERS. Bin 
剩 用 三 维 调和 数 且 :变量 

W=Xe1t+ Yez Zes (cif+tes+ea= 0) 
形成 的 解析 函数 分 车 后 。(w 是 任 一 组 实 域 上 的 基 ) 

fé = Pa + Qio1 910, n t+ puo, re 
其 中 每 个 实 分 量 均 可 成 为 空间 具 势 流动 的 势 函数 。 
BAS 
= dct gs E (1287 

这 里 ， 我们 提出 一 个 值得 探讨 的 问题 ， 它 是 由 流体 的 速 
度 场 。 所 满足 的 方程 组 (119) 记 引起 来 的 。 大 家 知 道 ， 真 空 
"PERBHGEIASE (E), Et, E) WRH (Ht, H*, H?) 应 . 
满足 麦克 斯 威 方程 组 


divE = 0 rot E = -i aH 
c ôt 


Agi = 0, A 


(124) 
divH = 0 rotH = 1 oF 
€ Ot 


这 一 方程 组 在 = 0 ， 即 无 磁场 时 ，E 满 足 G2., BE 
有 
divE- 0 rotE = 0 
MREE=0, MEB, HEWWE (124) ， 即 有 
divH = 0 10tH = 0 


如 前 所 述 ， 上 面 两 组 方程 都 是 有 非 零 解 的 。 因 此 我 们 分 
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出 如 下 的 思想 ， 1] 

猪 测 16 ” 存 容 无 电 茶 及 无 磁场 的 独立 电场 。 我 们 称 它 为 纯 电 场 . 
存在 无 丽人 荷 和 无 电场 的 磁场 我 们 称 它 为 纯 磺 场 。 

这 星 指 的 自然 不 是 某 一 有 限 空间 中 由 电荷 或 磁场 延伸 出 
的 电场 等 ， 而 是 独立 存在 的 真正 无 源 的 电场 和 无 源 的 磁场 ， 
它们 本 身 就 是 存在 的 实体 .它们 的 实质 也 是 后 面 所 说 的 奇异 
电磁 场 的 一 类 ， 

研究 课题 27 “利用 泛 复 变 函 数 来 研究 部 电场 与 纯 磺 场 的 性 质 。 推 
.导出 一 些 可 能 的 效应 ， 从 而 在 实体 上 测 得 它 委 ， 我 认为 ， 它 们 是 广泛 
地 存在 宇宙 之 中 的 ， 并 深入 宜 接 研 究 空间 流 场 ， 


$37. 常 系数 齐 次 偏 微分 方程 组 


事实 上 经 典 复 变 解 析 函 数 可 看 成 二 维 调和 方程 的 道 解 。 
更 一 般 的 方程 是 否 也 能 这 样 做 呢 ? 下 面 我 们 利用 泛 复 变 函数 
来 研究 一 下 
对 于 mw 个 方程 的 线性 齐 次 偏 微分 方程 组 
Du) = 0 (125) 
AN 


o? * 
Di- iain gxt TAXP TEn ĝi 


(EP 7S2 k-1, 2, m, a, AED 
DIARREA IK Re er, e.) ， 元 基 满 足 
Daire 1 (128) 

(k21, 2, , m) 
这 个 代数 方程 组 骨 做 伪 微 分 方程 组 (1200. 的 特征 方程 
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ADOBE nro "rtf a PARE NE M inm em qne I Mp 


组 

定理 39 He E (1260 时 ， 泛 复 变量 

X—X,01 X202 0 t X,.0, 

有 相应 阶 导数 的 泛 复 解析 通 数 f(x) 就 是 (125) BUE 
f. 

证 明 A oO, BIEN 

LL = esf (x) 
ICON 


入 D&E(w) 中 ， 有 
DEP) = FeR 3a, "XL LE ALLES 0 

即 帮 2) 是 方程 〈125) 组 的 泛 复 函 解 . 

定义 56 LIE QNUNIRE RICO ME (125) 的 特征 - 
iE. 

如 果 将 作 x) 在 某 泛 复数 空间 中 进行 分 莹 ， 则 有 

定理 40 f(x) 在 某 泛 复 数 X AREE, XD, 是 方程 
组 (125) 在 X 分 量 域 上 和 芍 解 

证 明 设 泛 复数 x 存 分 量 域 BE 上 的 莽 为 @1，62 Per 
a8: fO = fiw tfm tt fu, 
其 中 fi =fil Xi, xa, "s Xa) EE, 

由 于 运算 子 DE 是 线性 和 的， 因而 
H DzCKx))- 0 
得 — Dio; +t Da(G0: b Dk 0:7 0 
Bio, JE LA ETEZUXU. A 


=f Se iik PLE "TUL 


po * ll ow 


Di(f1) = Da(fs) 2 = Di(fi)= 0 
SMi 是 方程 组 (125) 在 互 中 的 解 
推论 ”方程 组 (125) 特 征 泛 复 函 解 的 实 或 复 分 量 是 (1257 
的 实 或 复 解 。 
例 1 观察 仅 有 一 式 的 五 阶 方程 


x y 0 (127) 
鞭 特 征 方 程 是 
ei-e$-20 (128) 


-但 如 果 我 们 将 e 看 成 主 单位 元 ， 以 (128) 为 示 性 方程 的 泛 
复数 就 则 构 于 五 次 单位 数 Ni， 这 样 并 不 失 一 般 性 。 因 此 取 
ZARR 
z=x+ye 《其 中 es = 1) 
KARRA GOE (127). 的 特征 泛 复 函 解 。 分 葛 后 
Fiz) =P+Qe+ Re? + Se? e Te* 
RPP, O. R, S, TREE (127) 的 实 变量 Xx*、yg 的 实 函 
数 。 正 如 经 典 复 函 的 实 部 与 虞 部 相对 于 二 维 调和 方程 一 样 ， 
某 种 意义 上 ， 这 些 解 是 〈127) 的 实 “ 通 解 ” 。 即 任 意 实 解 
都 是 它 的 一 个 实 分 量 。 
A2 观察 一 个 三 阶 方 程 组 
Ug tU tu, = 0 (129) 
Us? UJI ctu, 3m 0 
WESE elf+e:+es=0 E (130) 
eite te= 0 , 
设 主 单位 元 为 e， =1，ez=e， 则 es3= 一 ce~1。 (130) 式 等 
4p 
e? +e=0 «181» 
^ 132 * 


这 种 泛 复 数 同 构 于 平面 双 曲 复数 HH。 

引入 变量 w=xel Tyes +2e3= (x —z) Fe(y— 2) 

则 解析 函数 1(w) 是 (129) 的 特征 15 RR. KIMI 
8E. 

fisu(x, y, z) *ev(x, y, z) 

Mu, vi (129) 的 实 解 。 也 是 某 种 意义 下 的 实 通 解 。 

WW 方程 组 ( 125 ) 对 应 的 泛 复数 是 有 限 维 时 ， 它 的 任 一 实 解 
定 是 特征 泛 复 函 解 的 一 实 分 量 . 


$38 力学 中 常见 的 几 个 方程 


本 节 中 讨论 力学 中 常见 的 几 个 方程 及 这 些 方程 解 的 某 些 
性 质 。 也 是 作为 上 节 进 一 步 的 例子 ， 

pli 三 维 拉 普 拉 斯 方程 

Au=us2+uUy? +u,2= 0 (132) 
可 引进 三 维 调和 数 互 ?中 的 泛 复 变量 

N — X€1 t £s t Zez 

其 中 e?+ei+e23=0 

n 的 任 一 解析 函数 fy) 就 是 Az= 0 的 特征 泛 复 函 解 。 将 
f(7) 在 实 域 分 莹 后 ， 每 一 分 量 就 是 44 = 0 的 实 解 ， 

因为 三 维 调和 数 互 :有 2n+ 1 个 n 阶 整 基 ,因此 满足 4u= 0 
芍 z 阶 实 齐 次 多 项 式 将 有 相互 独立 的 2n+1 个 。 利 用 调和 数 
的 运算 。 极 易 得 到 它们 。 因 为 它们 就 是 光复 RIM =w" 的 各 
分 量 。 

从 这 里 可 以 看 出 三 维 以 上 调和 方程 与 二 维 调和 方程 的 解 
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存在 的 根本 差别 随 着 4 趋向 无 限 大 ， 它 们 的 4 次 章 次 式 的 
线性 无 关 解 也 无 限 增多 。 而 二 维 n 阶 整 调 和 函数 仅 有 两 个 共 
sus. 

例 2 ”三维 波动 方程 


Ug? bu,9-u* -atun = 0 (133) 
TARZA HR 
L-xei yes -zes te, l (134) 
其 中 e$ +e te- ae? = 


CRI E XE RRND CORRER 033 的 特 
征 泛 复 函 解 ， 它 在 实 域 中 分 车 后 每 一 分 量 就 是 〈133) 的 实 
解 。 它 的 线性 无 关 的 n 次 齐 次 式 将 有 《n+1)* 个 ， 它们 是 
f = 如 的 分 量 。 

由 于 随 5 增 大 ， 多 维 调和 函数 与 波 函 数 的 整 函数 无 限 增 
多 。 而 且 由 于 吾 :、 玖 ?等 基 的 无 限 性 ， 一 般 解析 函数 可 有 无 
限 多 的 分 草 ， 这 造成 对 上 述 函数 研究 带 来 不 便 ， 因 之 ， 我 从 
可 对 基 采 取 “ 截 断 ” 措 施 。 即 令 基 除 满足 特征 方程 外 还 满足 
其 它 条 件 。 这 时 所 得 的 泛 复 函 解 及 实 解 也 仍 满足 原 方程 ， 但 
这 已 经 是 特 解 了 ， 即 只 能 得 到 原 方程 的 部 份 解 。 

例如 ， 取 梢 图 双 曲 变量 


t-x4v/8yi tela (135) 
的 任意 解析 函数 
fü)sP-Qi Rj «Sij 
帮 5) 就 是 波动 方程 033) HARRA. P,Q. R 8 
是 它 的 实 解 ， 
LENS 超 定 方程 组 


134。 


| Ug Uy tUg = 0 


E tu,tu2-0 (138) 
| usa 十 2y1 十 ze4= 0 
特征 方程 组 为 
eitez te=0 D 
Ee2+e2+e? e (137) 
ei teiteíc-0 © 


由 于 从 个、 加 可 导出 僵 ， 因 此 独立 的 特征 方程 只 有 作 、 
加。 又 设 主 单位 元 e1 = 1 ,而 ce2 和 es 在 @@ 中 相关 ,因此 泛 复数 
是 二 维 ， 与 C 同 构 。 所 以 可 取 @、@@ 的 复 解 


ei=1, co oo=- 寺 -Yi 
这 时 变量 
E  1,v8 01 v8; 
gE=x+( 于 二 3i)v+( 2 UL 
PERII b E 
f(E) =u+iv 
就 是 (136) 的 复 解 ，x、v 就 是 〈136)》 MXR. 
例 4 双 调 和 方程 
A2U=U。+2U。Usa+U = 0 (138) 
特征 方程 是 ef+2egieit+e8= 0 (139) 


我 们 设 主 单位 元 el: = 1 后 就 成 为 双 调 和 数 的 示 广 方程 。 
取 双 调和 变量 z =x*+ye， 它 的 解析 函数 
f(x) =P t Qe- Re? + Se? 
就 是 4:4= 0 的 特征 泛 复 函 解 ，P,Q、R,S 是 实 解 . 
定理 41 双 调 和 方程 A2w = 0 的 实 通 解 与 双 调 和 泛 复 解 
Arif) - P Qet Re? + 5*5 32 RJ. 
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《证 明 见 参考 文献 43) 
上 面 我 们 己 经 见 到 许多 方程 均 可 用 泛 复 函数 来 表达 它们 : 
葛 特 征 泛 复 函 解 与 实 解 。 因 之 ， 我 们 可 用 研究 泛 复 函 的 方法 


来 研究 这 些 方程 。 象 推导 与 它们 等 价 的 一 阶 方程 组 、 找 出 与 
路 径 无 关 的 积分 等 等 ， 


例如 双 调和 一 阶 解 析 方 程 组 是 
Py= =S, Qy2P,, Ry= Qs -28,, Sy= Rs, 
三 维 调和 广义 C 一 R 方 程 是 无 穷 形 式 ， 设 


fap s fre f Pref ee f Pee ftue 


ME f-füefí-o 
Ko ff" 


它们 都 是 从 等 式 czesf， =eseify =e, ef FH. 
又 如 双 调 和 函数 可 作 与 路 径 无 关 的 积分 
| (P -- Qe 4 Re? - Se?)d(x 4 ye) 
= | Pas - Sdu e Qdx * Pdy «e*| Rdx 
+ (Q - 28)dy zl Sdx + Rdy 
三 维 调和 泛 复 函 与 路 径 无 关 的 积分 也 是 无 痕 形 式 的 。 
[ foin 
- «| f "dx +eaf f "dy +es| f "dz 


4 eef fPdy+f d x+ ZA) FP ’dz + f'9?dy 


*en| fj dx+ f dz sec ovo 
€ . 
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还 有 各 种 方程 对 应 泛 复 函 的 一 些 特性 等 等 读 老 可 自行 研 
究 探 讨 ， 
猜测 18 方程 组 (125) 的 特征 方程 《128) 所 对 应 的 泛 复 数 是 无 陨 


锥 时 ， 它 的 实 通 解 定 为 其 特征 泛 复 函 解 实 分 是 的 线性 组 合 ， 这 种 组 会 
也 可 能 是 无 限 的 . 


8 39 多 个 未 知 函 数 常 系数 偏 微分 方程 组 


为 了 对 用 泛 复 务 来 解 多 个 未 知 函 数 常 系数 线性 齐 次 偏 微 
分 方程 组 的 方法 有 感性 认识 ， 我 们 先 观 察 儿 个 实例 ， 
例 1 Pusat, vè, u), ARTI NRA R 
divu= 0, roiu= 0. 
E ”将 上 述 方程 写成 分 量 微分 形式 为 


(ui tutu, (140) 


Lu u$ 20, u} -u3 =0, u2-ul-0, 

设 ow-fGD,u'-gG0D, v =h) HEARE n= xe 
tyes tzes MIMET, RA (140 式 ， 得 
uf teg! ces = 0 

—esag! cesh^ = 0 
esf! -eh’=0 
- esf! +e1g’ = 0 
BERF, g', hCRH3EREA, W C141) PER 三 个 方程 的 
系数 行列 式 均 应 为 零 。 从 这 四 个 行列 式 为 零 ， 可 导 得 其 充 要 
条 件 是 cl， €25 es 满足 : 


ei +e2+es= 0 (142) 


— 


(141) 
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在 上 述 条 件 下 ， 如 果 不 考 虑 平凡 解 ， 可 将 《141) 中 的 
Fs 9's ERT, Js h, , WASE MIS 


f g+ , 
er ez e (143) 


这 样 取 示 性 方程 是 ( 142 WAAR xe t yes tzes 
的 任意 解析 函数 f=f(n) 并 由 0429 RH g, h 将 它们 分 
蔬 后 。 每 一 组 对 应 的 实 分 量 (PF, gU, I7) 就 是 (140》 
的 一 组 解 (ut, u?, uè), 
例 2 广义 M 一 工 方程 组 ， 形 式 为 
-Pi+oOs+R+Sz= 0 
P,tQi- 84$, 0 
Py+Qs+R:~Se= 0 | (44) 
Ps—-Qy+Rs+Si= 0 
XS Pi=O=R=S=0 时 , 即 变 成 在 流体 力 学 、 弹 性 力 
学 、 电 磁 与 激光 研究 中 均 有 广泛 应 用 的 名 oisil--Theodoresco 
方程 ， 参 看 文献 41， 
解 广义 M-T 方程 ， 可 设 泛 复 变量 及 函数 
N= teo t xei t ges + zes (145) 
P= P(N, Q-QUD, R- RGD, S=8) (146) 
代入 (144) ， 得 ; 
—eoP’t+eQ’ +esR'+esSs’= 0 
ei P! ce,Q' - e,R! e, S^ — 0 
eaP! t e9Q"' ce, R! -e,S' — 0 (147) 
EaP’ -e,Q' ce, R' +e = 0 
XCTAPRASDRP', Q', R', SAE 零 解 ， 其 充 要 条 
件 是 
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£1 a ~E, ez Pa (1485 
=0 - 7 
Cg Eg Cg -el | ] 
i 
| Cs — ĉo E; Eo | 


Bi (e3 +e? telte) =0 
那么 我 们 可 将 (148) 作为 泛 复 数 前 示 性 方程 。 其 中 变 
£ O40 构成 解 诉 函 数 (146)。 在 不 考 BE 凡 解 时 《146) 
将 满足 O 去 掉 导 数 的 线性 方程 。 这 样 O40 的 各 对 应 
实 分 量 就 是 (114) 的 一 组 实 解 ， 
上 面 我 们 看 了 两 个 一 阶 方 程 组 ， 现 在 我 们 考察 一 组 高 险 
方程 : 
H3 高 阶 方程 组 
Uys -V.ys- 0 
U,s tas = 0 (1469) 
SUITS ESRRE En LAE ERG: 
"X61 ye Tz; 
U =U), V=V 


eUS terese y S= 0 ®© 
eU tey O0 à (150) 


将 中 对 1 了 到 导 两 次 ， 得 0 中 了 ‘下 有 解 的 充 要 条 件 也 有 即 江 复 数 
REA 
lej eescs | 
| |= eres (ezee) =9 ` C151) 
(es ei | 
上 述 泛 复数 是 无 限 维 苑 ， 亿 如果 我 们 到 双 曲 数 的 元 素 为 
Ak wp GERE, BINE 


€y 76371 €37j 
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则 可 得 1=xX+z+12， 
U=U(n) = p(X,y,2) * jbix,u,z) 
HOO - V= ~U+tan:+Bn+y=0(x,Y,2) + 0(x,y,2) 
(9, 0) , 4, c) 都 是 (149) 的 特 解 。 
下 面 我 们 观察 一 般 的 情况 。 设 4= Qui, wu, n) 


是 变量 x = (ri, Xo s mR, B 常 系数 线性 方程 组 
简写 成 


à" 
L(W) =a gr = 0 (152) 


其 中 4 随 方程 而 异 。a 为 随 项 而 异 的 常数 。 因 而 工 也 随 方程 而 
3t. 


引进 泛 复 变量 x=xiel +Xses + 二 Xmemy 
将 X 的 泛 复 解析 函数 ， Ut, Uo, te, usd A (152), 可 得 


ELT -0 (153) 


将 (153) 对 * 取 导 ， 使 各 方程 同 阶 。 因 此 可 得 wr 有 解 的 充 
村 条 件 ， 也 即 泛 复数 的 示 性 方程 
lb] = 0 
15l 是 (153》 的 系数 行列 式 . 
定义 60 — (154) 式 为 示 性 方程 所 决定 的 泛 复数 叫做 偏 
被 方程 组 (152〉 的 特征 泛 复 数 。: 
然后 由 《〈153) Rhu a). RIA 
定理 42 特征 泛 复 变量 x 所 确定 的 满足 dd 式 的 解 
析 函 数 x,(x) 的 各 分 井中 对 应 的 分 量 都 满足 方程 组 (152) 。 
证 明 参 见 文献 49。 
MWA ” 偏 微分 方程 组 (152) 有 和 解 的 充 要 条 件 是 其 特征 泛 复 数 的 
示 性 方程 组 相 容 。 其 邵 特征 方程 组 有 泛 复 数 解 ， 
* 140 。 


(154) 


猜测 20 ” 当 (152) 特 征 方程 组 (154) 形 成 复数 有 限 时 ， 任 一 实 解 
:的 是 这 种 方法 泛 复 函 解 的 一 分 量 ， 无 限时 是 分 量 的 有 限 或 无 限 线 性 
dH. 


$40. 二 阶 两 个 自 变 数 两 个 未 知 
函数 的 常 系数 线性 方程 组 


题 中 方程 及 其 它 常 系数 线性 方程 实 为 研究 偏 微分 方程 的 
TP, CARREIRO., BRITA 出 一 种 整体 结 
果 。 这 种 方程 的 一 般 形式 为 ; 

D(u,v)=aUs2 +aV g2 +2b,U zy +2baV sy tciUy® +t esVy, 


= 0 
了 (LU) = a4U,2 十 C47 32 + 2b,U py +2b,V zy + CU y2 + CaV ya 
=0 (155) 


定理 43 方程 组 (155) 有 四 阶 导数 的 解 V 及 了 均 满足 四 
WAP 

QW ys e BW us, +t yW,2,2 -0W,s,0W.4— 0 — (156) 
:其 中 


| eics biba, | clcs 
也 一 | 522 T2: 

i €8C4 Ís Ca C4 | bs b, 

| | 

| 0103 bib, CIC2 
Y= | 十 4 十 . 

íi CCa ba b, GiGA4 

G1» bi b, | | G182 
829 4-2 je- 

i bib, CaQa | | asd4 


证 明 将 (155) 的 第 一 式 对 3 取 两 CAR ORA cui 
:为 ctDv* 等 等 。 则 由 
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CuDys ~ Cily? t 4,Ds — aa La? t 2b,D.y 一 2207oy= 6 
可 得 U 满足 方程 组 (156) 。 又 由 

aiL 一 asDe? +ciLy? — csDy® + 2b, Ley- 2b Des = 0 
可 得 7 BEAR (156). 

在 保持 一 般 性 的 情况 下 ， 我 们 不 讨论 一 些 平凡 解 。 例 娠 
设 方程 〈156) 中 x，: 不 同时 为 零 ， 否 则 (155 Stibst fi. 

车 gz 二 0， 设 z=x+ye， 其 中 <。 的 示人 性 方程 为 


get t pe? t ye? de tez 0 (157) 
解析 函数 可 写成 
f(z)= P+Qe + Re? 4 Se? (158) 


HER IG eden fs 
可 导出 广义 C 一 R 方 程 组 为， 


oPyt+eSe= 0 e» 
aQy—- aP, 68,7 0 (3) (159* 
aR, -aQ, * yS,7 0 © 
oS, - aR,  (S,7 0 @ 


定理 44 方程 组 (159) 的 解 定 满足 (1556)， 方程 
(156) 的 解 ， 定 为 解析 函数 (58) 分 量 之 一 . 

证 明 ”由 定理 39 和 20 可 知 (159) 的 解 定 满足 〈i56) . 
现 证 (156) 的 解 下 为 (158〉 中 一 分 芋 . 

4 S=W 


HO P=- |Sady 


HO R= [Sins 8 s 


^a 
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了 入 仿 ， 由 于 3 满 中 方程 〈156) ， 图 式 的 左边 


affSusax? + 8 [S,sds +ySy + efSa2dy 


= [lias +fSysr +YSy2e2 + OSu o +ESp4)dxtdy= 0 


这 说 沸 ， 由 S= 瑟 所 导出 的 了 P、8、R 满 足 O59, BW 
是 (4585) 的 一 个 分 量 。 

定理 45 方程 (159) 的 一 组 解 P，@、R、S 分 别 均 为 满 
是 方程 组 (155) 解 中 的 一 个 ， 

证 明 W p(xz)= 了 Pi+Q1e+Rie?+Sie? 为 满足 (159) 
所 形成 的 解析 泛 复 函 (158) 。 并 设 a。 *2b,ecc,e?, i21, 
2，3，4 不 同时 为 零 及 零 因 子 ， 和 否则 (O55) Bet. 
例如 ， 设 za + 2bac+ cze? 不 为 零 及 零 因 了 于 。 则 可 令 ， 
4(x)z-U, FH 
4i t 2bye e cue? 
3 + 2bse + cse? 


d(z)-2- -vp(z) = Pa Ozet Rie? Bg? 


-y 
POCGTEN mou, 600, 满足 方程 组 (155〉 。 另 将 
9G). 6002HBEIS, HTD, LERE, WE: 
D.P: P) +eD(Q,, Q2) c *D(QR,,R,) +esD(S1,S:)= 0 
LCCP4,,P4) *eL(Qi Qi) * e*LCRí,R,) T8LGO:,9,)- 0 
WAP. OQ. R SHWE (155). 
综合 以 上 三 个 定理 可 得 ; 
定理 46 ”在 上 述 意 义 下 ， 方 程 组 (155) , (156) 、 
(159) 等 价 . 它们 的 解 HEAR 〈158) kE, UU 实 解 为 
(1058) 的 分 是 。 
惧 本 节 可 看 出 泛 复 函 方法 是 研究 偏 微 分 方程 的 基础 的 有 
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效 方 法 . 


研究 课题 28 ”利用 本 节 方 法 具体 研究 一 下 各 种 更 多 未 知 函 效 ， 更 
铬 自 变 量 ， 阶 数 更 高 的 常 系数 钱 性 方程 组 的 规律 ， 


习 ME 


1 千里 略 变换 与 欧 几 里 得 变换 是 否 构成 群 ? 试 证 明之 。 
2 MAJS, KEJ I AHUA 度 v 运 动 时 ， 其 伸缩 悄 沈 : 
如 何 ? 


5 猜 圆 力学 中 ， 以 速度 v 运动 的 时 钟 相对 于 参考 系 中 的 时 钟 变 : 
化 如 何 ? 

4 ” 棋 圆 力学 中 超 光速 运动 能 否 存 在 ? 双 曲 力学 中 的 超 光 速 运动 : 
预示 着 什么 ? 

5 试 对 三 次 单位 数 构 成 的 空间 泛 复 函 : 1 了 (x) = z3 用 36 例 1 的 
方法 构成 一 定常 流体 的 速度 场 。 

6 用 三 次 单位 省 复 函 f(z) =:w?+z 成 一 空间 流动 的 流 函 数 稻 : 

7 “采用 三 维 调和 泛 复 函 f(n) =n3 = (zel+gez+zes)3 一 分 量 - 
作为 势 函 数 ， 求 这 种 空间 流动 的 速度 场 。 

8 ”对 纯 电 场 与 纯 磁 场 的 数学 形式 各 举 一 例 。 

9 求 方程 we4 + Uys = 0 的 特征 泛 复 函 解 。 并 求 它 的 广义 0 一 尽 
方程 组 ， 

10 求 方程 4。3 -xs= 0 的 特征 泛 复 函 解 。 并 证明 它 的 广 疼 - 
如一 方程 组 与 原 方程 等 价 。 

11 求 方程 4:2 ruy -u= 0 的 特征 泛 复 函 解 ， 并 求 出 它 至 
办 多 项 式 解 的 全 部 。 

i2 用 实际 的 函数 例 圣 ， 如 寡 函 数 或 指数 函数 等 验证 $ 39 中 的 各 
pi. 

15 GRO RBS HUE IE ERU SUR. 
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us+uy— Us= 0 
H 
f 


D. 

Uz2 +tuy2~Uüygs= 0 

uU.tvy- 0 " 
名 

Unt Vys = 0 


uz- Vy = 0 


u,3—0y3— 0 


( Ws c Uy Tw.- 0 


e 
U.itUyitWUin- 0 
U,tv9y,—7]:-7 0 
© 
Use tVys—-Wte= 0 


44 ” 求 以 下 方程 组 等 价 的 四 阶 方程 和 一 阶 方程 组 


NNNM 0 
u.2T30.2 t2Usy t 2U.y -Uyat 292 = Q 
15. 试 求 平面 弹性 静 力 学 方程 组 


e au 9o 
pa Au, + (A, tHe) ( ja t a? 0 


.9 (9uU,., 994). 
ns t Aitu) gyz t ag) 7O 


其 中 ， ES 1. 2, 3, 和 和 4 为 常数 。 
"EJ 93 


的 等 征 泛 复 函 解 及 实 解 ， 其中，A = 72+ 5， 


16 写 出 $37 例 1 中 泛 复 解析 函数 的 广义 0 一 方程 组， 并 证 昌 
湛 与 原 方程 等 价 。 


$41 某 些 变 系数 偏 微分 方程 组 
以 上 我 们 所 考察 的 泛 复 变量 i—i 量 多 是 独立 的 实 变 
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量 ， 如 果 这 些 分 证 是 一 些 相 关 的 实 变 函数 时 ， 我 们 可 以 发 现 
它 的 解析 沙 数 将 满足 一 类 变 系 数 的 偏 微分 方程 组 ， 
首先 我 们 观察 一 元 药 情 况 。 引 进 泛 复数 5(e) 中 的 变量 
zobiei taez + ob es 
其 中 ， E= Eilas X25, 77, Xm) € R, 
我 们 看 看 z 的 解析 泛 复 函 帮 z) 所 应 满足 的 条 件 。 
设 fifi fiet fie, 


Bi of à a 
Sf. py oz 9f preb 
Ox, f (2) Ox, 0x; f (208 
得 ôt Gz _ Of Oz : | (166): 
9X, Ox; GEF Ox, | 
用 基 表 示 后 展开 
a 0f, e OZ, V_/ Of, ua 0r, | 
Rae ACA ) (De) 
gp LM ' a 
vw» fa zg = Sf, Oza 
agi Ox, OX; faf, a 0x, Ox, uL 


E of, aze 。 - Y ył Of, Oz 


a ly, Ox, 7 uma P Ox, Grr’ 
RRDA, dH 


< fa Oz < Of; Oz, ; 
y yllo ze ~ a fs 9z. 61 
PP M ^üx, Óx, 4 Ys óx, Ox, 61) 


Cis fs 4x1, 2, *, n) 
定理 47 GLAEIWNTEDERIGCOBMDMESAHBHY; RBICX C—RJEF 
FB. (16015, 
利用 以 前 类 似 的 方法 也 可 得 
定理 48 ” 泛 复 解析 函数 f(z) 可 作 与 路 经 无 关 的 积分 
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[ro dz = feit fet fedi Eier Erer tere 


-= D e[( Zo.) 
其 中 
pa = X 72sf,, db, = xa, 
例 1 38 例 8 中 方程 组 〈136) 的 解 可 化 成 变量 5 的 


解析 泛 复 函 : f(5) =u+iv。 
E=xer +yes +e =b; +i 


i= x-iqtn, Ea = lB (y g) 
对 于 u、2 可 作 与 路 经 无 关 的 积分 


fudz- (ive v3 jay + (ats 8 de 


， 1 8 ) ( S3 
十 dx 一 . 一 dy —-x9 
让 X (3 "5. y*í(v 3 ujda 


$412 WML =x? +y? +] cosy) 
为 变量 的 解析 应 数 f(z) = u + jv MERS X, C—R TER 
(161) RH: 
(Wet+ ju) (2y — jsiny) = Cty + Ivy) C2x * je*) 
$8. ,2gu,— sinyuz-2xu,-^ evy 
V = sinus + 2yUs + 2xvy = e* uy + 2xuy 


与 路 径 无 关 的 积分 是 将 下 式 分 药 
[ne inace +y? 4 j(e* + cosy)) 


edt 


$9? an e LboLh- HS BET mn 


例 3 利用 ro BONS E E 
z-b, biet bie? + ere 6b. uot ! 
其 中 ti =% Cxi, X25 ""*, Xi). 它 的 泛 复 解析 函数 


fz)=fo +fiet foe? f, aet! 


满足 
w Ob. Ofn QS Obe fm- . 
Dor, -àr, ^ Xóm, ox. (m«ny 
可 作 与 路 径 无 关 的 积分 


[zr c«i- ico 


RIZOLEBS WER YI 中 的 分 量 bor 


视 为 某 些 实 变量 xz; ，xs，…，xm 的 通 数 时 ， 广 义 C 一 R 方 程 
00 将 成 为 多 种 形式 变 系 数 方程 
例 4 利用 平面 泛 复 数 ， 系 性 方程 o2 = QER) 。 中 
HEE =p +o, z= co p, o, E, C. To 独立 实 
变量 x、#!、z 的 函数 ， 则 F(zi，xz) =2+ou 的 广义 C 一 R 方 程 ; 
为 
| Wa t Uso Peoria 5z 二 oo i 
| Uy tuyo PytPyo £y t byo in 0 
^| us vao 9-90 Eztbzt 
即 可 得 变 系 数 形式 广义 C 一 R 方 程 组 . 
AiUs+ BiUVy tCiUVUs + DV +E, Vy +FiVs= 0 


AUst+BiUyt+tCeaUszs +D Va +E,Vy tFQ,V.- 0 


C162) 
其 中 Ai =PpyẸs t Aguis- 94$y 一 41gz5y 88. 
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研究 课题 24 ”研究 本 节 泛 复 解 析 沙 数 所 对 应 的 广义 C 一 方程 的 
各 具体 形式 ,并 予 分 类 研究 本 节 中 泛 复 广义 解析 形式 ， 


$42 广 域 扩展 原理 


尊敬 的 读者 在 熟悉 了 广 域 及 泛 复 数 的 性 质 后 ， 可 能 越 来 
越 感到 它们 许多 性 质 都 非常 类 似 于 我 们 熟悉 的 实数 。 的 确 是 
这 样 ， 正 象 古 典 复 变 解 析 函 数 可 以 看 成 实 变 可 微 画 数 经 过 自 
变量 代 换 z=x+ 记 而 得 到 一 样 ， 泛 复 变 函 数 则 可 看 成 实 函 经 
XXE xxi tre tety e, 得 到 。 这 个 变换 我 
们 叫 它 广 域 代 换 。 因 而 我 位 有 如 下 一 个 思想 ， 不 妨 称 它 为 广 
域 扩展 原理 : 

原理 一 切实 域 中 的 方法 和 结果 车 不 涉 及 零 因子 运算 
《如 运算 不 涉及 因 式 分 解 、 广 域 线性 相关 等 ) ， 则 经 广 域 代 
换 后 ， 在 形式 上 仍然 成 立 。 

当然 经 广 域 扩展 后 实 域 上 的 结果 将 出 现 分 更 状态 ，-- 个 
结果 可 能 出 现形 态 各 异 的 一 组 结果 。 

例 1 各 种 代数 等 式 ， 如 牛顿 二 项 式 当 x*、y 是 泛 复 数 时 
依然 成 立 。 
(x+y) =x TCMY !ycCix' y? + t Ci iey" y" 

例 2 线性 代数 方程 的 解 ， 即 方程 组 AX =B 当 det4 不 
为 零 或 零 因 子 时 ， 则 有 人 解 X= A'B, 

Blas 各 类 函数 等 式 依然 成 立 。 例 如 在 栏 圆 数 和 双 曲 数 
H, RUER eze-* = 1 当 x= 刘 ， 及 x=j0 时 体现 为 

© eos29 +sin20= 1, ch!ü-sh*ü- 1, 

定义 61 实 域 等 式 经 泛 复数 代 换 一 次 所 得 的 等 式 叫 做 一 
级 广 域 扩展 等 式 。 再 经 一 次 广 域 代 换 所 得 等 式 明 二 级 广 域 护 
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RFA. MRE, 

例 4 将 e"e "= 1RR AD Es eost + sinz8 
= 工 再 进行 0= +p 代 换 ， 得 二 级 椭圆 复数 扩展 等 式 ; 

cos! gch?d — sin*gsh?) + sin! pch* — cos?gsh?d = 1 
HB ch*j-sh?j- 1, Jícos!p +sin?p= 1 . 

例 5 各 种 变换 有 新 形式 ， 如 8 35 中 的 线性 变换 ，z” = 
az。 我 们 已 经 见 到 它 的 一 级 平面 复数 广 域 扩展 的 物理 意义 . 
例 6 各 种 积分 等 式 都 有 同样 的 形式 结果 。 如 为 泛 复数 
广义 莱 布 尼 效 公式 成 立 : 


Pf coas- fa - fto) 

例 7 各 种 积分 变换 ， 当 其 中 参量 为 泛 复数 时 ， 依 然 成 
立 。 例 如 拉 氏 变换 中 + 与 坟 的 对 应 ， 在 双 戎 复数 及 中 车 + = 
xdg, S=U jV, WERTH: 

e) [sys wr 


908 各 种 泛 复 变 函 数 的 微分 与 积分 在 形式 上 与 实 函 中 
完全 相同 。 如 z 为 泛 复 数 时 ， 有 


z 


(siaz) = cosz, finzdz= zlnz- +Cc 等 等 。 


UE 各 种 微分 方程 广 域 扩展 后 ， 解 的 方法 和 形式 与 实 
域 上 微分 方程 类 同 。 

微分 方程 广 域 扩展 后 其 内 容 其 为 丰富 ， 形 式 较 为 损 杂 ， 
但 初步 可 分 为 两 大 类 ， 在 后 两 节 中 将 专门 讨论 。 

还 可 举 出 许 许多 多 遵循 广 域 扩 展 原理 的 例子 ， 儿 乎 一 
实 域 中 的 形式 关系 ， 均 可 在 广 域 和 泛 复数 中 有 所 对 应 ,而 这 
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些 对 应 形式 的 研究 ， 又 有 助 于 实 城中 共 它 问题 的 解决 。 如 实 
城中 许多 微分 方程 的 解 其 它 方法 无 力 时 ， 可 能 用 此 法 解决 ， 
包括 一 些 非 线性 方程 组 也 一 样 可 以 解决 。 参 见 文献 23， 

在 这 种 原理 的 引导 王 ， 我 们 也 可 对 某 些 结果 进行 预测 ， 
例如 我 们 虽然 对 高 维 代数 拓 盾 不 很 清楚 ， 但 我 们 有 理由 作 恕 
THH. 

猜测 21 RO. ROVER, is? +1= 0 的 空间 ，zuGCnR 
是 具有 X 个 锋 四 型 变量 的 解析 函 圾 ， 风 
| zi P(zis z2, cU» ze, is bas oco Em) 


d dz ez. 
(zi-z9Y(za- 23) (ux — 25) Ziza dzy 


m- (163) 
= (20) HiP (zt, 20, -, zl, Bis B2; og Em) 
BF cQC CLR io RAAR. 

研究 课题 30 ”对 各 简 实 域 中 的 结果 、 规 律 进 行 具 体 的 广 起 代 搁 ， 
荆 究 各 种 广 域 扩展 结果 的 新 规 德 。 并 对 它们 进行 分 类 。 以 及 将 这 些 新 
规 德 研究 加 以 应 用 。 例 如 现今 可 得 解 拆 解 的 常 徽 分 方程 经 广 城 代 换 后 
则 可 得 一 大 类 偏 微分 方程 解 。 在 非 线性 方程 中 作用 就 更 明显 了 . 


$43 ”微分 方程 在 泛 复 函 中 的 演化 ( 工 ) 


泛 复 函 中 的 微分 方程 实质 是 一 个 算 子 微分 方程 。 但 它 更 
接近 现今 的 实 微分 方程 ， 因 此 我 们 沿用 这 一 名 称 ， 它 与 实 微 
分 方程 向 闪 系 ， 一 般 可 以 分 为 鹉 大 类 。 这 两 类 也 是 泛 复 函 中 
微分 方程 的 的 两 大 类 。 
微分 方程 的 亚 广 域 解 

定义 62 ”如 果 微 分 方程 DCU(x)]= 0 U, x Ju Pp dé) 
HHR x 仍 保留 为 实 变量 ， 未 知 函 数 U(x) 为 泛 复 变 形式 
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则 称 解 函数 U (x) 为 它 的 亚 广 域 解 。 原 方程 所 对 应 的 实 方程 
组 则 称 它 的 亚 广 域 扩展 方程 组 . 
例 1 最 简单 的 微分 方程 
U,U,- 0 (164) 
XE XS BUCH EE EUIS FERRAR A 
U-ptgizo(x)-dQ)titeQ0)-0)23 (165) 
在 半 阶 微量 数 中 有 解 MEE 


d 


U- Sec: M d. e" | (466) 


X'BPomosp fex mur m 3c. 

它 在 双 曲 数 中 的 亚 广 域 扩 展 方 程 组 是 : 

(ps +q.7) (py + qvi) =0 

an (rte 0 

pdqy td.by7 0 
它 的 解 即 是 (165) ， 

因此 各 种 微分 方程 解 的 形式 均 需 要 考虑 它 所 在 的 泛 复 数 
的 形式 而 定 。 这 实质 上 由 于 微分 方程 在 不 同 泛 复数 中 演化 成 
不 同 的 形式 ， 

常 微分 方程 的 亚 广 域 扩展 方程 仍 是 常 微 分 方程 组 。 

例 2 非 线性 常 微分 方程 组 

dx/dt= Aix taAsyt+Bix*+aBy: +20B,xy 


dy/dt = Asx + Aıy + Bax? c aBiy? - 2B,xy (167) E. 
是 常 微分 方程 
du/dt = AU + BU? (168) 


利用 平面 数 的 亚 广 域 扩展 方程 组 。 其 中 
U=x+yo 4=4+4o，B=DB+Bo。o2“=w。 
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例如 方程 组 
dx/dt= 2x? + 2y? t 2xy 


dy/dt = x? + y? t Axy (169) 
是 双 曲 数 中 以 下 方程 的 亚 广 域 扩 展 方程 : 

dU/dit- (2* )U* U =x+jy) (170) 
或 dV /di= (1+2DV? (V= y+ jx) (171) 


用 通常 的 方法 解 (170)  GTD 即 得 (169) 的 两 aW. 2 
见 文献 23。 
B3 常 微分 方程 组 


(DC = pela) a72) 


式 中 TY=1，2，…，7。 Yia 为 S(e) 的 结构 党 数 。 它 的 实 积分 
为 


$ YiaUa CO ya OD = 2 jo cot (173) 
AB-l 
因为 它 是 由 方程 
U G2U'(x) = 6(x) (174) 


A RAR U = yie Hyrer +e t YnEn, O96) Pze + 
— pe WE XE EAD. 

对 于 亚 广 域 解 与 实 解 的 关系 ， 我 们 可 有 

定理 49 ”线性 伤 微分 方程 组 〈175) 亚 广 域 解 的 各 实 分 
量 是 它 的 实 解 。 

L(U)-20 (175) 

其 中 UZ(U, Us, -,U,),x-(G,i, Xi, t Xm) ， 
了 为 线性 算 子 ， 且 随 方程 而 异 。 

证 明 WR (175) 亚 广 域 解 为 

U,zU,iei +Uares t tUas (A71, 2, n, $) 
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代入 方程 (175) ， 得 
LAU i, U;, "3 U4)- 0 


RẸ L( EU inen, $3 ULLe, ett y XU un. )= 0 
TX Bd pal 


由 于 工 是 线 福 的 。 因 而 有 
LU i1, Us1, weUrniert+L Us Uso, eU raez 
te BLQU,.., Uras 5, Ups)es= 0 
即 有 LUias Uras e, Uki) =0 《4=1，2，…， k} 
研究 课题 31 DILE II Eb Dico icWE 103] 
可 ， 进 行 不 局 的 广 域 代 换 求 出 其 亚 广 域 扩展 方程 并 予 分 类 、 用 本 节 方 
法 求 得 其 解 。 还 可 研究 其 二 级 、 三 级 … 亚 广 域 实 方程 


$ 44 微分 方程 在 泛 复 函 中 的 演化 (ID) 


定义 63 ”如 果 微 分 方程 DCU (x)] = 0 的 自 变量 x 为 泛 复 
TE, RARA EREA, ARAR U) 为 它 的 广 
域 解 。 厌 方程 所 对 应 的 实 方程 组 叫做 广 域 扩展 方程 。 

例 1 最 简单 的 常 微分 方程 

y GO = yG) (176) 
WURA xxi t xiu tx, 
Y= YC Yzer tty VXESCOPTUR 
dyre, t dyses + es + dy,e, 
= {YEr t Yola t t ye Cde t dxse, t dx,e,) 


3&JTCR IDE FLUR E e AA 


dy, 三 M Y AMud X. 
KA=1 
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XH dy,- ede + 
得 


Oy, mE 09, q 
ar, 11 * 十 óx. Xa 


Oy, _ 
Oxa — 


” 偏 微分 方程 组 (177). 就 是 (176) 的 广 域 扩 展 方程 组 。 
它 的 解 即 可 用 y= Ce 的 分 量 得 到 。 因 为 ?= Ce" 就 是 (176) 
的 广 域 解 。 用 这 种 方法 可 求 得 一 些 现今 方法 无 力 得 到 的 偏 微 
分 方程 的 解 。 

902 非 线 性 方程 组 
U?-2W,V,-U 
U$;-«2W,V,-V (178) 
U;-2W,V,-W 


-XXrtan (A, LH=1, 2, =, m (77) 


用 上 述 方法 可 求 得 其 特 解 为 


U = te)+ wte) 2z +c) 
~ 1 E! 1 
y-qGtes YO teen (179) 


W= (yte) tletes) (tte) 


因为 方程 组 (178〉 是 下 面 方程 在 三 次 单位 数 N} 中 的 广 域 扩 
展 方程 组 : 
Cf G3? = fem) (180) 
其 中 gexctyetc), fap SU +Ve+We 
总 之 ， 我 们 深入 地 研究 本 节 中 的 广 域 扩展 与 上 节 的 亚 广 
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域 扩展 ， 定 将 推进 各 种 微分 方程 的 解法 及 性 质 的 研究 ， 上 两 
例 都 是 常 微分 方程 的 广 域 扩展 ， 偏 微分 方程 也 可 广 域 扩展 ， 
较为 复杂 从 略 。 

下 面 考察 一 种 常 系数 偏 分 方程 组 。 它 的 各 项 的 每 一 未 知 
函数 是 微分 阶 数 与 次 数 均 相同 的 。 我 们 称 之 为 齐 阶 微分 方程 
组 ， 如 

例 3 方程 组 


| Ux4 +Uy4 TU; = 0 


| Y W, AY Wy A YW,- 0 
(WU, +W,U, +W = 0 
对 于 m PERHE r=(xi, Xa, te, Xm), n 个 未 知 函 数 
U-(Q,,U;, 0, UDHR (Qr BD. 齐 次 (4 次 ) 方程 组 
(OR u 随 方程 而 异 》 。 
L'(D"U)- 0 (183) 
我 们 可 引入 泛 复 变量 x = xiel t Lre Ft XnR6m 将 它 有 
相应 导数 的 任意 7 个 解析 函数 Ui=Ui(x),， Us=U(x)， 
…，U ,=U,(x) 代 入 方程 组 (0823). 则 有 
L'(D"U) = L° (eU) U^^L^(e*) 2 0 
定义 64 泛 复 变数 的 基 e= (ei, Cr, te, Eme 所 满足 
的 代数 方程 组 | 
L'(e^)- 0 (184) 
Mik (1825 的 特征 方程 组 。 
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中 
1 Ux3V xs +UysUys+Uzasyzs= 0 Q (181) 
U?V? -U2Vi -U2U2-2 0 & 
例 4 调和 方程 及 三 维 保 角 映射 方程 
/U2+U,2+U.2= 0 © 
|U,V, +U V, +UV= 0 © (182 
© 
® 


因此 我 们 可 有 

定理 50 车 特 征 方程 组 (184) 有 泛 复 数 解 < 则 = 
xicl+%acs + eee + Xmen ER 2 个 有 相应 导数 的 泛 复 范 
Uil), Us), m, UCO 即 是 (183) 的 特征 泛 复 函 解 。 

推论 1 口 ,的 实 分 量 是 (83) 广 域 扩 展 方程 组 的 实 
解 。 

推论 2 工 为 线性 算 子 时 ，Z， 的 实 分 量 是 (083) 的 实 
fü, 这 时 (183) 有 实 解 的 充分 条 件 是 (184) 有 泛 复数 解 ， 

如 例 中 ， 特 征 方程 为 
W3: citei +et= 07 

f (185) 
e$ e$ tes= 0 

$4: eiter tes 0 

因此 ,对 应 的 = xei + yez 十 xes 的 任意 解析 泛 复 函 U,V、 
本 ， 是 例 3 、 例 4 的 特征 泛 复 函 解 。 但 要 注意 ， 它 们 实 分 量 
是 鲍 38 、 例 4 例 中 心 的 实 解 、 而 〈181)》 WOAR (82) 的 
QGO XE usc fi. 

猜测 22 ”推论 2 中 条 件 也 是 必要 的 . 

研究 课题 32 对 微分 方程 的 广 域 扩展 方程 进行 分 类 研究 ， 并 用 其 
作 汶 工具 来 研究 微分 方程 的 实 解 ， 


研究 课题 5 ” 泛 变 复 函数 与 积分 方程 的 关系 。 


$45 边 值 问题 的 新 提 法 
泛 复数 S(e) 所 构成 的 泛 复 函 的 广义 C 一 R 方程 组 


EL r, Ow. 6 
mi dx T AT Gx (186) 
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是 混合 了 不 同类 型 的 -组 方程 ， 鲍 如 平面 泛 AR 广义 C 一 R 
Ji BASSE. MH, NAYE 
€, U,-V, P, U:=V, H; U,-V, 
U,- -YV, U,-0 U,-Y,., (187 
大 家 知道 ， 对 不 同类 型 的 方程 ， 妥 以 不 同形 式 提 出 边 信 
问题 。 迄 今 为 止 尚 没有 人 提出 某 秆 统一 的 边界 条 件 。 伍 我 们 
现在 提出 如 下 的 一 种 不 同 于 狄 氏 问题 、 柯 西 问题 等 其 它 经 典 
形式 的 统一 边界 条 件 。 这 也 就 构 成 了 一 类 新 的 统一 边 值 间 
B. | 
设 泛 复数 空间 SCe) 区 域 G 内 一 段 非 拟 零 因子 约 当 上 曲线 
C: 
Xxi7zi(D, xix), Uy XS m XQUDOL GextB) 
(188) 
.bSRABBSXU:, Us, 5, U dl: 
U,zU,Q), U,2U,Q e, U, =U, (t) (189) 
其 中 x 存在 一 阶 导 数 U 无 穷 可 导 。C 上 存在 点 xE), ER 
邻 域内 xz E)= r Ae teget tx De, EFRR 


BF BxCO)3EIIZSSUS WT 81 
我 们 用 索 勤 级 数 确 定 一 函数 ， 
fons fa efto) aros s Ute 
'k) 
ELT uar +o (190 
其 中 | 
f(xo)= =V (VEG) VEO, 


(k=1, 2, 3, eese ) 
VPE SUE, Vg (2 U,GUD) ,VE) UE, 
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当 .> 工时 了， (5 ， 由 下 面 递 推 关系 确定 ， 
FC) = df s(x) /dx 
ESI 


EVE Wed Ari oe xo] 


- |a xvéc oaa] nee /dt| (191) 


i 1 
我 们 可 得 出 如 下 结果 : 

定理 51 zamn do 中 前 各 分 量 满足 方程 组 (180 
HETA (1800 上 满足 条 件 〈189) 的 唯一 可 微 解 。 

证 明 ”由 于 fx) 十 泰勒 级 数 表 达 的 泛 复 函 所 以 它 的 各 分 
量 满 足 方程 组 (186) ;又 因 它 在 非 拟 零 因子 的 元 穷 集合 
(188) 上 有 值 (189) ,集合 (188) ÆG 有 极限 x(E)。 根 据 
淮 一 性 定理 可 得 fxz) 是 满足 (186》 、(189) 唯 一 的 泛 复 解 析 

TES DS. RUX (187) 中 三 个 不 同 类 型 的 方程 提出 
如 下 欧 统 一 边界 条 件 ; 

在 平面 复数 z = x+ wy 的 非 拟 零 因子 集 即 线段 


Et y^70, 0x1 (192) 
Lb. Fix) us y) toul, y) iü 
u-e', vV 一 0 (193) 


WE- 0, z= 4 由 (191) 不 难 求 得 ， 
f2qosf'eosf'qa2--21 
因 之 


2 8 n 
fx}= i +z+ 2i um tee PR - =e" (1947 


Xj 〈187) 中 不 同 的 方程 组 ，z 值 分 别 为 
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C, z2xtiy, P z=x+ky, Hi zxtiy 
将 它们 代入 (194) FAR, DAS DEA (187) 满足 条 件 
(192) (93) 的 解 分 别 是 : 


C u-e'cosy v=e’siny 
P, u-e* v-e'y 
H, u=e’chy u ze*shgy 


关于 边 值 问题 另 一 新 的 提 法 ， 是 所 谓 的 逆 问 题 。 传 统 边 
值 问题 是 由 边界 条 件 求解 ， 但 在 理论 研究 与 技术 实践 中 却 遇 
到 一 种 相反 的 问题 ， 即 从 解 的 性 质 求 边界 条 件 。 

例如 在 8 48 前 电磁 场 中 ， 为 作出 一 个 满足 某 种 性 质 的 奇 
描 电 磁场 ， 必 须 先 设 计 一 种 发 射 奇异 电磁 场 的 仪器 ， 这 就 需 
要 找 出 产生 这 种 奇异 电磁 场 的 边界 条 件 。 

上 述 道 问题 也 是 较为 复杂 的 ， 它 的 深入 研究 将 有 助 于 边 
值 问题 的 进一步 发 展 。 

研究 课题 34 ”其 它 形式 方程 的 统一 的 边 值 问题 。 

研究 课题 35 ”各 类 方程 边 值 问题 逆 问 题 具体 的 提 法 与 结果 . 


$46 ”微分 方程 数值 解 的 泛 复 函 方法 


偏 微 分 方程 离散 的 边 值 问题 ， 利 用 差分 方程 可 得 到 近似 
解 。 也 可 用 其 它 方法 得 到 各 种 近似 解 。 这 里 我 们 利用 泛 复 变 
函数 的 方法 ， 可 得 到 某 些 偏 微分 方程 组 离散 边 值 问 题 的 无 穷 
多 个 精确 解 . 

对 于 前 面 利用 泛 复 函 可 解 的 偏 微分 方程 组 ， 大 多 含有 任 
滞 的 泛 复 解析 函数 。 因 此 我 们 可 用 它 的 任意 解 组 成 一 函数 系 
来 满足 相应 的 边 值 要 求 . 

例如 对 于 线性 齐 次 偏 微分 方程 组 (125〉 即 
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Dilu) = 0 l (125) 
AES ae, H Xe t t e AAE A R 可 构 
REHREZE RE. (EP n C=, 2, 8-0 & 
实 分 量 是 它 的 实 多 项 式 解 。 设 这 些 多 项 式 是 pz (k-1, 
2, 8, -) 对 于 方程 (025) 的 离散 按 值 问 E, RITH 
造 满足 边界 条 件 的 多 项 式 p。 为 此 ， 令 

p=gipr taap taspa t t Gb 
其 中 wx 为 待定 常数 。 
由 于 Dx 是 线性 的 ， 所 以 有 


D&(p)= S a COR - 0 


Bio 满足 方程 组 〈125 ) ， 另 一 方面 把 9 代入 边界 条 件 中 来 
确定 系数 w 
一般 我 们 可 得 关于 a 的 代数 方程 组 。 当 愉 个 边界 条 件 在 
N 个 边界 点 上 确定 时 ， 我 们 选取 ma >MN， 从 而 未 知 量 c 的 个 
数 多 于 方程 的 个 数 ， 我 们 就 可 得 无 穷 多 组 gc 。 于 是 也 就 得 到 
该 边 值 问题 无 穷 多 个 多 项 式 解 。 
例 1 双 调 和 方程 
Aby = Ugi + 2U,2,9 buys — 0 
特征 方程 1 +2e?*+et=0 
变量 z=X+ye 
完全 的 4 阶 整 函数 解 有 四 个 ， 即 x" 的 实 分 量 
fiz) =z" = P+0'e+R'e? +S" e 


可 取 p= Ma,P' +8,Qt+yiRt 6,87 
4 


根据 边界 条 件 确定 e+:，8B:，Y。，6, 妈 可， 
52 拉 普 拉 斯 方程 
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2:2 十 92 二 ze 人 0 
将 征 方程 e+e@+e3= 0 
Æ igy = xei t yer + zes DUCERE ERGO 有 28 Y Tg sis. 
EE NT LE 


p= XGi ui taiug tee kai.auh 1) 


Af aR n] 
例 3 波动 方程 
Ua? FU,2 FU? —a?u, 2 = 0 
特征 方程 ei < tel —-a^e 0 
变量 mq—xelcgye:d me. tta KREZA K mE XI We HO 
r1) 因此 可 设 


— " i in t 4 > i 
p= xGiuitalule tatir 2U uai 
` 


再 边 值 和 初 值 确定 < BT. 
如 果 不 用 宕 函数 ， 而 用 其 它 函 数 如 指数 函数 训 近 所 和 什 亲 
题 也 可 以 
例 4 二 维 调和 方程 
Us2+TUi2= 0 
REJE 1040-0 
变量 z= x iyi HOHER AA, ERE x 
9- 2i (a.e'* cosny +b,e""sinny ) 
SBnAnfisEa., b.. 
例 5 SCEUE 
u,2—H4,20 
REJE i1-j-0 
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变量 z=x+ 庆 的 人 i 阶 指数 函数 也 是 两 个 分 量 ， 我 们 取 
m= M(a,e' chnt -b,e'shnt) 


再 用 边 值 和 初 值 来 确定 ,和 ,. 

如 果 取 充分 多 的 项 ， 在 离散 的 边 值 问题 上 ， 则 可 得 到 无 
筋 多 精确 解 。 其 它 情况 下 可 以 得 到 一 些 满足 精度 的 解 。 

上 述 方法 与 差分 方法 比较 其 优点 是 代数 方程 数目 少 ， 边 
界 点 可 任 取 ; 满 足 方程 的 n 阶 整 函数 可 先 求 得 ， 并 列表 ;在 边 
界 点 的 精度 高 等 ， 但 也 有 缺点 ， 主 要 是 总 体 误 差 情况 不 清 ， 
因此 可 以 提出 如 下 的 课题 ， 

研究 课题 36 ”老式 方 程 用 音 类 看 数 还 近 边 值 问题 的 收 你 判 猎 与 误 
Efi. 


dar ”麦克 斯 威 方程 组 的 解 


描述 电 裤 场 规律 的 麦克 斯 戚 方 程 组 ， 通 常 都 用 分 离 变 量 
的 方法 求 得 周期 形式 的 解 。 一 般 电磁 场 就 利用 傅 立 时 方法 展 
开 成 单 色 波 加 以 分 析 。 本 节 给 出 一 种 具有 任意 泛 复 函 的 麦克 
斯 威 方程 的 解 ， 

大 家 知道 ,一般 电 磁 运 动 中 用 A-O, O0, Ry Xa 
雍 场 的 矢 势 ,9 表示 标 势 ,C 表示 光速 ， 则 电磁场 可 用 与 
麦克 斯 方程 组 等 价 的 电磁 势 方程 组 (195) 和 洛 伦 兹 规范 
(196) 来 描述 ， 


(P2 +Py2 P. -4 P,? =0 
«Qu? + Q,: *Q,* 一 Los =0 
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1 (195) 
(Pe +Ry2 +R? -— R2 0 
c 


Q5? 十 ay2 t pz? 一 LLL = .0 


P, +Q, Roe T ie 0 (196) 
(195) 的 特征 方程 是 
ej ei 1+- 二 = 0 (197) 
Nur 
qj— Xe, ges t Zez T le, (198) 


定理 52 ED, gm, khon n HERCE 
Pru. HE 


Femei + gines + hes 二 二 (et =0 (199) 


WE 

P-fQp, Q=gn), R=h(n), p=), (200) 

个 ”它们 是 〈195》 、 (196) 的 泛 复 函 解 。 

© 它们 的 对 应 实 分 量 是 〈195) . (1960 的 实 解 。 

WA 四 将 (200) A 95). a96) 即 得 

他 从 定理 50 即 得 ， 

定义 65 ” 泛 复 变量 % 电 磁场 中 起 着 重要 作用 ， 我 们 把 1? 叫 
向 解 的 生成 元 ,或 电磁 场 的 生成 元 。 函 数 人 7)，g(n) ,h(n)， 
92(7) 叫 做 电磁 场 的 生成 函数 ， 

对 于 符合 条 件 097 的 泛 复 数 一 般 是 无 限 维 的 。 它 有 
Got 1 ) ?个 n 阶 整 基 。  eleiesei(ktAtucrt-nm 因而 它 成 
为 有 限 维 泛 复数 时 ， 仅 是 它 的 特殊 地 满足 另 外 条 件 下 的 情 
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况 。 下 而 观察 几 个 具体 的 特殊 例子 ， 

例 1 一 般 经 典 电磁 波 

设 经 典 电磁 波 传播 方向 上 单位 矢量 为 n= (n!,n?,n3) ， 
w% 为 其 频率 。 则 我 们 可 取 特 征 方程 (197)》 MXR: 


64 = ni, e; 2 Dat, es = ns, e, -0 (201) 
C € C 
电磁 场 的 生成 元 为 . 
=ne e n+ nz ot= nr) -wt . (202) 
€ [oi [^i € 
生成 函数 到 


.P-acosg — fsing 
Q = ycosp - Ósing (203) 


R= - 1 Cn! (aeos — sinn) + n*(ycosg — ósing) 


9-0 
这 即 是 真空 中 经 典 形式 的 一 般 电磁 波 


A= ReA i( Cner— ot) "E 
=ReAe c = ReA,e (204) 


因为 复 向 量 4。  (OjePH, 01803i, RE - RH) 与 
n= Cn’, nè, n?) BEZK, MA 

(n*4d,)-2 0 
从 而 n'Pi t+ n?Ol +n Ri = 0 

n` P? + n*Q? + na R? = 
因此 我 们 取 Pi=a，P? =2, Ob-v, Q3=8. 也 就 确定 了 
玉 。 两 者 是 一 致 的 。 

例 2 实生 成 元 所 生成 的 非 波动 解 
(097) 中 取 6121, 62-2, 6&4 7-8, e, - Vidc. 
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生成 元 gq-x42y-3z-v/14ct 
EREA D=, gMr, hp atem), 
qp) = 0, 


由 关系 B= -二 m B= 了 7x4 (205) 


BHRDIARERIB, "E VTEBE SI AS A ES Ae UE ali. 
例 5 复生 成 元 的 解 
(197) 中 取 61-1, 6€1— 2, € —2l, e.c 
生成 元 。 mexct2yt2zicl 
生成 函数 fa) =siny g(g)-cosp, p 0, WERC). 
因此 4= (P，@，R) 各 分 量 有 
P = siny = ch2zsin(x + 2y + ct) c ish2zcos(x  2y + ct) 
Q -cosg- ch22cos(x + 2y + ct) — ish2zsin(x + 29 + ct) 
可 样 可 得 R。 也 可 求 得 B 和 B. 
例 4 四 维 生 成 元 RGG，7 中 的 解 
《197) 中 下 6-4 ea=v 8j ce-=i e= -ec 
生成 元 n-xitv 8yj+zij-ct 
生 威 函数 FM =e", g) =a, 9-0. 
hp) s - je: 81a, 
于 是 P-fip-e" 
ze! (cosxchy/ 8 ycosz — sinxsh/ 8 ysinz) 
tide ^ (eosxshi/ 8 ysing sinxeby/ 8 ycosz) 
+je € ! (cosxshy/ 8 ycosz — sinxehy/ 8 gsinz) 
+ ijet! (cosxchi/8 ysinz + sinxshv/ 3 yeosz) 
等 等 ，4 BUARARELBUR UAI ARHE, UELLE 23 
f (95 、 (190 ， 也 可 求 出 对 应 的 和 8B 。 这 和 直接 
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用 泛 复 函 解 者 克 斯 威 方程 组 结果 也 是 一 致 的 。 
研究 课题 57 KATETE NSUOENEMSUOQEESE EA mM 
ERREF- EERE ANARE- R. 


818. A EM 


dm bSBOTAEI, REIHE vedi tior E 9 f C200) 
AERAR ERREA CIA, ULEDSSYP S TUE 
的 非 波 动 解 ， 现 在 我 们 简略 划分 白 一 下 其 物理 性 质 。 因 未 经 
实验 证 明 ， 现 只 能 作 关 一 种 推理 ， 多 期 引起 至 密 争 路 和 导致 
实验 。 

1 BARTJES PERK, Mn EEG uf 
以 非 辕 期 性 地 向 空间 传播 、 扩 散 ， 即 它 船 强 雇 不 一 定 在 基 方 
崖 上 随 空间 或 时 间 周 期 性 节 变 化 

对 于 确定 强度 为 4o -(P., Or, Ro) 的 电磁 势 A4= 二， 
g, D), BEBA x, y, x, ct 的 空间 是 一 类 到 gus 
(206) , xXx? ui Er-t,n] m d EE LIEN E Xem, WIE 
(206)9h et - t, 

fixer t yes t zes b te 2 =P, 

GELEI t yes + zta b te,) Qs (206) 

hi xe, + yes t z6g t te) = Rae 
这 里 4 = (Po, Qu, Ro) 是 一 种 泛 复 形式 ER. WUR 4。 
完全 取 实 值 时 ， 则 f,，9g， 上 可 取 某 一 分 量 与 其 对 应 ， 或 将 生 
EERIE. 

由 于 fg， 及 节 定 同性 ， 等 势 面 将 有 着 任意 的 形状 . D 
此 电磁 场 鸡 形式 是 极 广泛 多 样 。 当 初 边 信和 在 茶 空间 区 域内 迷 
续 时 ， 它 将 成 一 个 体 ， 将 具有 全 息 性 。 
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定义 66 ”电磁 场 等 势 面 的 法 线 方向 叫做 电磁 场 的 传播 方 
向 ， 法 线 的 矢 线 族 构成 与 等 势 面 正 拉 的 曲 线 族 。 我 们 称 为 
“光线 ”; 波 印 廷 矢量 5 的 方向 叫做 电磁 场 的 作用 方向 ， 
因此 ， 光 线 的 方程 为 


dx _ dy _ dz _ dct 


fe fo fe fa 


dx _ dy _ dz | det (207) 
gs gy 9g: Jet 


dx _ dy dz _ dct 


h. h, 7 he he 


2 电磁 场 的 传播 ， 当 生成 元 是 实数 时 ， 存 在 着 确定 的 
方向 ， 这 方向 上 速度 是 C， 其 它 方向 小 于 C， 当 生成 元 是 其 
它 形 式 泛 复数 时 ， 在 泛 复 空间 中 传播 的 方向 是 一 直线 ， 而 在 
实 空间 中 分 成 三 束 并 不 统一 。 

FXE, A C257) 等 价 下 面 一 个 式 子 ， 即 


dx _ dy _ dz _c?dt (208) 
€1 Ez ` 


C3 €4 


这 种 “光线 ” 当 生 成 元 为 实数 时 ， 它 与 用 ER 了 定义 的 
经 典 光 线 是 统一 的 。 但 当 生 成 元 非 实数 时 ， (207) 的 三 式 
是 不 一 样 的 。 

定义 67 ”电磁 电 沿 线 方向 传播 的 速度 称 为 光线 速度 。 光 
线 速度 在 坐标 x，8，z 方 向 的 分 量 称 为 相 速度 。 它 们 是 : 


€ e € 
Xt mol. c^, Y:= 一 和.C2 ， Ep 3 c, (209) 
€4 €4 E4 


光线 速度 是 : 
。168 ， 


(n), vixit ylozioc 


电磁 场 的 实生 成 元 为 
y= xcosq + ycos + zcosy t ct 
H (247) "pn 
cos2w tL cos*B + cos2y = 1 
光线 是 
dx _ dy _ dz - cdi 
cosg cos cosy 
fiin ESI 2h, GUI dH E BERE 
dx dy dz 


AW 73v Svid 


xic 一 


1 2 
Vv Ye= ^V Zt =e 
但 光线 速度 仍 为 C 

喇 昭 电磁 场 的 传播 速度 可 以 超过 光速 ， 也 可 以 随时 间 和 
地 点 变化 的 . 园 一 时 间 和 地 点 各 分 量 的 传播 速度 可 以 有 区 别 ， 
在 观 实 世界 中 ， 电 磁场 并 不 一 定 存在 着 一 个 固定 速度 为 c 的 
直线 传播 方向 ， 即 “光线 ”可 以 是 各 式 各 样 的 曲线 、 

当 电 磁场 生成 元 不 在 实 域 时 ， 它 所 生成 的 电磁 场 仍 是 实 
的 ， 但 它 已 是 非 经 典 解 。 这 时 ， 方 向 速度 出 现 了 异常 。 如 上 
节 的 i 

Bj 2B: x;70, y; 726, zt= 2ic 

例 3 中 : xí = -ic ye —/ 8ic, zi - Hic, 

这 些 速度 的 物理 意义 是 什么 呢 ? 首先 ， 我 们 已 经 见 到 非 
实生 成 元 形成 电磁 场 传播 速度 可 以 大 于 或 等 于 光速 。 其 次 我 
但 来 研究 非 实 的 速度 。 

我 们 观察 上 节 例 2 中 实 部 形成 的 电磁 势 ， 4(P，O， 
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RK》 。 有 车 不 同 的 光线 ， 


Iz 1 一 2 dz —— = 
P, dx - S dy- 2th2ztg(x + 2y * ct) 

-14 zo. 2.22 zcdt 
Q: dx= g 497 2ih2zctg(x 29 €t) 7 


它们 有 着 不 疝 的 各 相 速 度 和 光线 速度 ， 

Pi x, Yi=2c z,-—2cth2ztg(x * 2y t ct) 

Q: x,7€ y,72€ z,-2cih2zetg(x + 2y - ct) 

P, Caer) 2 0 5 t 4th?2ztg* (x - 2y t cl) >c. 

Q: Carr), ec v/5 v 4th?2zctg? (x+ 2y - ct) 5c 
可 知 它们 有 的 是 随时 间 地 点 变化 的 。 

ALES BI 8 也 可 有 类 似 的 分 析 。 从 分 析 可 知 ， 当 电磁 场 
的 生成 元 非 实 域 时 ， 电 磁场 不 一 定 存在 统一 的 确定 的 传播 方 
册 。 由 于 解 包含 有 住 意 泛 复 函 ， 因 此 与 等 势 面 IE 交 的 曲线 
族 ， 也 即 光 线 也 就 可 以 是 任意 曲线 ， 

4 ”存在 着 共生 的 分 莫 电 磁场， 它们 在 泛 复 空间 中 有 着 
共同 联系 的 “直线 > 传播 方向 。 其 物理 机 制 尚 需 探 索 。 也许 
是 在 不 同 的 共生 空间 中 的 一 种 联系 ，。 

这 最 上 节 例 3 有 两 个 共生 分 蒙 。 便 8 有 四 个 共生 分 幕 。 如 果 
说 这 些 电 磁场 有 一 个 不 变 的 “直线 2 传播 方向 ， 那 例 2 是 复 
空间 中 两 共生 前 实 空 间 中 确定 的 方向 

dy d n 
dx = ES E = cdi (210) 
例 3 电磁 场 传播 方向 是 在 构图 双 曲 空间 中 ， 即 在 四 个 共生 实 
空间 中 所 确定 的 一 条 “直线 ”， 
d 
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这 些 共生 的 空间 是 不 是 存在 的 实体 TE. 此 “共生 世 
AO 的 探索 的 确 是 很 迷人 的 。 

上 述 推论 只 是 一 些 逻辑 结果 ， 现 在 尚 没有 实验 验证 ， 但 
我 想 这 类 实验 是 可 以 进行 的 。 

牛顿 曾经 说 过 : “没有 大 胆 的 猜测 就 作 不 出 伟大 发 现 ” 
这 些 结果 的 物理 对 应 ， 我 们 有 充分 理由 猜测 它 是 存在 的 。 

物理 中 的 一 些 奇 异 现象 ， 如 基本 粒子 的 磁场 ， 天 体 的 磁 
场 ， 非 视觉 器 官 的 图 象 识别 ， 经 络 与 气功 的 奇迹 以 及 不 明 飞 
行 物 飞碟 等 现象 ， 可 能 都 和 这 些 异 常 的 电磁 场 有 关系 ， 因 此 
探索 这 些 电磁 场 的 性 质 是 一 项 很 有 趣味 、 很 有 价值 的 工作 ， 

FA ” 非 视 觉 器 官 图 象 识别 的 载体 是 奇异 电磁 场 ， 人 和 体 和 其 它 
生物 体 存 在 著 盗 异 电 磁场 的 发 射 与 接收 器 官 ， 它 可 能 就 是 经 络 系统 。 
人 体 特异 功能 将 物体 移动 是 人 体 发 射 的 奇异 电磁 场 与 物质 奇异 电 碟 场 
登 加 后 相互 作用 的 结果 。 奇 异 电 碳 场 的 研究 与 应 用 将 带 来 技术 飞跃 。 

由 于 奇异 电磁 场 性 能 多 样 ， 如 它 有 穿 透 能 力 ， 因 而 人 体 
发 射 与 接受 器 官 不 必 显露 体 类 。 移 物 是 人 体 发 射 的 和 物体 的 
奇异 电磁 场 爱 加 成 一 新 态 ，( 线 性 方程 的 解 可 盖 加 )。 移 至 另 
地 后 将 人 体 场 抽 回 ， 物 体 又 呈 原 有 状态 . 

法 拉 第 也 曾 说 过 “没有 什么 难以 想象 的 事情 是 不 能 存 
在 的 ， 如 果 它 是 与 自然 规律 站 一 致 的 话 。” 这 里 我 们 给 出 一 
种 合理 的 推测 

猜测 24 在 在 着 多 种 形式 发 展 成 度 不 同 的 电 谱 生物 。 


”生物 实质 上 是 经 过 一 定 自然 过 程 而 产生 的 一 种 特殊 物 
质 。 其 主要 特征 是 新 陈 代谢 和 能 繁衍 后 代 , 有 的 还 具有 某 些 不 
同形 式 的 自身 意识 等 。 从 电磁 场 的 性 质 ， 我 们 完全 有 理由 相 
信 ， 一 种 “电磁 生物 ”是 可 能 产生 及 进化 的 。 这 是 因为 

电磁 场 可 变 , 也 可 长 期 保持 一 些 特 性 :每 个 电磁 场 均 与 其 
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它 吕 磁场 相互 作用 、 相 互 影 响 ， 它 具有 组 成 任何 复杂 机 制 的 
物理 性 质 ， 简 单 电磁 场 可 组 成 复杂 电磁 场 ， 它 可 感应 和 存储 
周围 环境 所 给 予 的 作用 和 信息 ; 字 密 中 产生 电磁 场 的 时 间 远 
比 产生 蛋白 质 的 时 间 长 久 ， 作 用 于 电磁 场 的 因素 比 促使 蛋白 
质 生 物 进化 的 自然 因素 远 为 众多 ， 等 等 。 

这 种 电磁 生物 既然 广泛 存在 字 窗 中 ， 哪 人 类 为 什么 没有 
观测 到 呢 ? 不 ， 事 实 上 人 们 早已 察觉 到 它 的 存在 ， 只 是 团 于 
偏见 和 无 法 解释 ， 所 以 不 被 普遍 接受 而 已 。 人 们 常常 议论 的 
飞碟 的 某 些 种 类 就 可 能 是 电磁 生物 的 一 种 。 

— 广 守 无 边 的 字 宙 中 ， 亿 万 年 来 可 能 多 处 发 生 如 下 过 程 ， 

最 初 一 些 长 期 稳定 的 电磁 场 相互 作用 ， 逐 渐 形 成 一 些 较 
大 而 复杂 的 个 体 胚 芽 。 这 些 胚 芽 增 大 到 一 定 程度 ， 与 周围 环 
境 相互 作用 更 为 强烈 出 现 了 同化 外 界 电 磁场 的 机 制 。 而 有 
这 种 机 制 的 电磁 场 又 能 更 好 地 保存 下 来 ， 进 而 产生 了 感受 与 
反应 机 制 ， 也 即 有 生物 意识 了 。 只 有 那些 具有 自我 保存 和 意 
识 机 制 的 电磁 生物 ， 才 更 有 存在 的 可 能 。 而 具有 增殖 机 制 
的 ， 更 有 延续 生存 和 进化 的 优越 性 。 这 种 自然 过 程 不 断 循环 
着 。 由 于 要 适应 和 利用 字 宙 中 极为 复杂 的 环境 和 条 件 ， 因 而 
电磁 生物 具有 广泛 的 能 力 ， 这 也 更 利于 她 的 生存 和 发 展 ， 由 
于 电磁 场 的 四 维 对 称 性 ， 它 可 能 是 一 种 四 维 生 物 ， 即 可 能 占 
有 了 时间 这 一 度 并 在 这 一 度 上 运动 ， 

至 于 蛋白 质 生物 与 电磁 生物 间 的 关系 ， 我 们 可 以 猜测 前 
者 是 后 者 的 中 间 宿 主 ， 是 后 者 藉以 发 展 的 形式 、 因 之 人 类 发 
展 方向 ， 并 不 在 于 追求 感官 需求 的 物质 无 限 地 增长 。 而 在 于 
涂 了 积累 知识 外 ， 更 重要 的 是 发 展 人 类 自身 的 能 力 ， 即 发 展 
人 类 个 体 的 物质 与 精神 结构 ， 发 展 自身 的 生物 电磁 场 ， 使 之 
LESEN 
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本 节 中 我 们 用 泛 复 函 来 解 一 下 自由 粒子 的 方程 ， 可 得 知 
其 过 程 较 经 典 方法 简便 ， 而 结果 较 经 典 方法 丰富 。 我 们 采用 
的 都 是 原 有 经 典 方程 ， 这 里 只 作 一 形式 上 的 分 析 。 本 节 的 方 
法 也 可 用 来 解 其 它 方程 。 
— EBJE 


E 
?m, (dx? uz t4) - i4 = 0 (212) 
引入 泛 复数 S(e) 中 变量 
n=ico FLC, + geo + Zes (213) 


将 泛 复 变 函数 J(7) 代 入 (212) , FOMEMA ZEE 


h 2 2 2 ELT = 
om, it e$ -e5) b (n 90-7 0 (214) 


9 — ROTER G3 


2mo0eo 


Pin) = Ciexp ihle} + ea ei) n+Cs (215) 


其 中 C 1， C, 是 SCe) 中 的 常数 。 
二 、 克 莱 因 一 哥 登 方程 


dxe toye tdas La TRE gm0 (210) 
同样 将 〈213) 的 泛 复 函 %(1) 代 入 ， 得 常 微 方 程 


2 € 242 
(tt PD- b= 0 Qm 


WEA: an) -up = 0 
bi 
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"UP =Ciexp(£ n) +C: exp( - Ea) 


(218) 
其 中 cdd f, pae, 
Ci CASO RRR, 
三 、 狄 拉 完 方程 
自由 粒子 的 狄 拉克 方程 为 
Lobed + -idt = 
lopedieibi-di eT 
(219) 
9»i cipe lgpo -Tige 
piripi- elite -mae e 
引入 泛 复数 SCe) 中 变量 
"m cteu 十 YEl 二 yes 二 2z2s (220) 
FH n IS LEE ERE EPIO C) = (21, $*, d? 95) A(C219) 
即 可 得 常 微分 方程 组 
, e eu d? 十 《el 一 和 ds = 49: 
ed Ca tied? - e d^ = jd 
es)! C tied? «edt = ~ Ap? (221) 


CETT TE TEE 
 GeBiegmuc/fh, SRERPAN 
Eb - 140 
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fc 9 es Ce 7 des) ` (ài) 
| 0 ^ (ei + icz) 一 es ， g? | 
) Cis(e1—162) ĉo 0 o MEE 
《el t de5) 一 Cs 0 ĉo n $e 


-10 0 0~ Q5 


2,901 0 0| 
"00-1 o0 à 
.00 0-12. 
情况 一 “ 当 互 的 行列 式 det 不 为 零 及 零 因子 时 ， 则 有 并 
$E. PRIE 
ZI 0 es (e1— deo 
0 Eo (er tie) 一 es | 
a ~es (-e6i*j&1) -ĉo 0 | 
. (=e ~ie) e 0 -eo 


其 中 atse- ei- e-e NE (221) ER 


D -ABd (222) 
罚 通常 的 方法 可 求 得 解 阵 为 

dln) = exp ByE (223) 
其 中 C 为 3(e) 中 常数 阵 。 由 于 

B?- I'a? ,Bs E B/a*,B* = Iía*, enm 


了 是 四 阶 单位 阵 。 于 是 可 得 
bln) = (exPABDC 


= (1L e anu Ac (224) 
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情况 二 、 当 行列 式 deE-at- 0 时 ， 可 得 解 不 满足 原 
方程 ， 低 去 。 但 当 detB = ea 为 零 因子 时 。 则 要 根据 'S(e) 的 具 
体 情 况 讨 论 。 可 作 一 课题 研究 。 

下 面 观察 上 述 泛 复 函 解 的 几 个 简 例 ， 我 们 将 元 基 Eos 
ec1，es，E3 取 某 些 特殊 实 或 复数 时 ， 可 得 一 般 情况 下 的 经 典 
fi. 


BI BG EHE QUO 中 ， 如 果 令 Ci = 工 -3 
C,-0,e,2E-p*/2Üm,, ei1= -pay eis= -pyy es 一 -Pe 
即 得 归 一 的 完全 波 函数 解 

jolie. tan 

£02 克 莱 因 一 哥 登 方程 解 (218) P, 4$ 

Ci*C,- l/20,V, eo = -ioky， ev dk, , es=ikyy 
es = 起 。 则 得 到 EK 一 G 方 程 的 平面 滤 解 的 完备 集 

l 1 +(kr-iort) 
$7 y V3 
其 中 -一 名 = 如 
例 5 狄 拉克 方程 的 解 阵 (224) 中 ， 如 果 令 


ego 三 一 €1712p., C2 = py, es = dp, 
则 有 a=moc。 并 可 求 得 
t=] -5 一 了 Y 
= myc C: Moca c t CsBp. Cil. -ib,)] 


€ 


yp? = uu mca -6) +Caplps tipy) ~ Cup. 


* 176 * 


i . 
D= a, e CBps -Calpa cip B+Cs (sca + 5. 8)3 


$*- mit -Cipe tip? +Cafpz t C, (Maca + 6 
其 中 
Eper- END B= isht (per Ep 
Ci, Cas Cas C, 为 复 常数 。 如 果 在 元 基 中 去 掉 虚 单位 ， 即 
令 co= -一 等 ， 则 绪 果 与 此 类 似 。 但 双 曲 函数 变 成 了 三 角 函 
数 


a= eh 


如 果 元 基 e 取 泛 复 数 ， 上 述 方程 的 解 就 更 为 复杂 新 颖 。 
但 我 们 仍 可 得 到 实 解 . pu Up RG, DRR e, 
B4 


mc? . 。 
eo = m ,€1700 e,-fk, e3=yik 


其 中 am t, p, y, ARR, MA (220) AE 


=p +a + pak duik 
可 得 


mc? , 
pı = ae" feos $ t+ be* sin 


等 等 。 

当然 我 们 取 糖 圆 双 曲 数 ，” 阶 微量 数 等 等 其 它 形式 泛 复 
数 ， 上 述 方程 的 实 解 将 极为 丰富 多 彩 。 它 们 多 呈 共 殊 状态 . 
得 各 种 解 的 物理 意义 尚 不 清楚 。 


Mat? 
1 t 
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猪 测 25 ”基本 粒子 是 一 种 稳定 态 的 窜 异 电磁 场 ， 电 磁场 与 基本 粒 
子 的 旺 辑 关系 类 似 于 泛 复 解 杭 函 孝 与 广义 泛 复 解析 函数 的 关系 。 
研究 课题 38 ”各 种 粒子 方程 揭 一 些 非 经 供 解 的 性 质 与 物理 意义 . 


$50 四 维 时 空 的 一 种 模型 


本 节 是 一 种 模型 ， 模 型 是 一 种 假设 。 因 此 这 一 节 本 身 就 
是 综合 的 猜测 。 当 然 ， 组 成 它 的 是 许多 小 推测 。 其 中 有 许多 
是 被 证 实 了 的 ， 但 更 多 的 却 需 要 大 家 共同 探索 。 
”现实 世界 的 时 空 究 竟 是 怎样 的 ? 她 象 田野 和 鲜花 一 样 真 
实 ， 又 象 厂 楼 和 梦幻 一 样 令 人 迷惑 ， 她 完全 等 同 于 我 们 感官 
HAE. 那 为 什么 有 的 物质 ，、 如 某 些 电磁 场 我 们 又 没有 和 惑 
觉 唱 ?因此 探索 时 空 与 物质 的 真实 状态 ， 仍 是 人 类 的 基本 化 
命 。 
这 里 我 们 试图 建立 一 种 对 称 的 四 维 时空 模 型 ， 特 殊 情 况 
下 ， 它 就 是 现今 我 们 熟悉 的 物理 空间 ， 另 外 状态 下 ， 它 又 构 
成 一 些 与 之 对 称 的 时 空 。 当 然 这 里 仅 是 一 些 数学 逻辑 推理 或 
猜测 。 是 否 与 现实 吻合 ， 尚 需 探 索 、 实 验 。 它 可 能 是 客观 共 
界 的 一 种 特例 ， 但 却 又 是 感 党 世界 的 一 种 推广 。 

引进 坐标 xi, xi, Xs, Xa 构成 四 彰 空 间 。 我 们 din 
它 叫做 空间 X、 空 间 X 中 存在 着 物质 ， 这 种 物 质 是 用 一 “ 密 
度 ” 向 量 p= Co^, 0*,05,0*) 来 描绘 的 ， 其 中 pi=pilxi， 
Xi, Xs, Xa). XERE EY, SC CLIE S BEO E TRA 8 — 18 8 
止 的 图 画 。 这 种 密度 在 空间 民 中 是 “静止 ? 的 ， 但 在 其 扩 空 
间 中 是 变化 的 。 | 

我 们 观察 世界 ， 是 从 不 同 的 角度 进行 的 。 为 了 使 事物 的 
样子 不 随 坐 标 选取 而 改变 ， 我 们 必须 建立 一 种 量度 ， 吕 建立 
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E En. 
Ee XAA x5 ug A, 


8-(xp-xi)* + (XI xa)? eGi-x)'xG$- cnt 
(225) 

写成 微分 前 有 形式 ， 则 是 

ds? =dx2 + dx2 +dx3 +TCX3 (226) 

猜测 26 ”空间 了 中 的 距离 3 应 作为 与 坐标 系 选择 无 关 的 一 个 不 变 
E. 
TERME SS BL E RE RARI ES — $E, (B XBESUNS 
述 现实 空间 ， 那 只 能 作为 一 种 推测 。 

2g [8] X rs f BE 28, p ze M6 BT RBS TR AE 0] 2, 性 变换 可 写成 

Xi 4811Xi t 013X2 t disXs F d14X4 tbi 

Xo C G21X1 + daaX2 t GaaXa T da X4 + Da (227) 

X. 7 ds1Xi taaz T ossXs t Ga X4 +bs 

Xs = 04,1X1  G42X2 Haasa F G4í4X4 D. 
Fi Be UR 

RK’= AX+B 

将 (227》 微分 ， 吏 由 距离 不 变 的 要 求 

dx,? c dx;? -dx,? +dxe2=dxi+dxyy+dxs+dx 得 自 
册 项 5 能 改 任 意 实数 ， 而 x 要 满足 下 式 


ESSEN tai,tai,-1 


(2285 
Qixidio tarala -üsadso *tüiada4o 7 0 (Azo) 
(4, 021, 2, 3, 4) 


(228) 式 只 有 10 个 约束 的 等 式 , 但 参数 a 有 11 个 ,因此 较 易 
FE. 
例如 洛 伦 兹 变换 就 是 (228) 的 特例 ， 只 要 设 Xw。 = ict, 
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1 
Nn Li 
| 


1 [^ 
-一 一 0 0 — 
v? v? 
"uu /h-t 
A= 0 1 0 0 
i 0 1 0 
.v 
i 1 
2 
/ p 0 0 Ji- 
l-r 


即 可 ， 易 知 4 的 元 素 满足 (228) 。 在 洛 伦 兹 变换 下 ， 原 来 
全 对 称 的 世界 变 成 了 在 第 四 度 上 的 偏 移 ， 这 种 偏 移 由 于 x = 
ict 造 成 不 妨 称 为 椭圆 世界 ， 有 趣 的 是 椭圆 世界 的 力学 倒是 
RAIF. 

wA MAERERNASHEA. URKE. MA EHA. 
B EREE E eA, 

上 述 猜 测 基 于 现 有 的 电磁 37; E (1095) ， 如 果 将 它 变 
回 原 四 维 状态 ， 即 令 xs =ict，44=8= -ipi UA aN Phys 
质 方程 多 么 和 谐 ! 设 

A-CP, Q, R, S) 

则 DA= Ag + Ag tÁ 04.270 

OA = Px,* Qxs + Rx; tSx= 0 (229) 

这 是 否 标志 着 我 们 这 个 世界 应 该 是 由 电磁 场 组 成 的 呢 ? 
物质 是 否 可 能 是 一 种 这 认 的 电磁 场 呢 ? 万 有 引力 场 只 是 它 的 
二 级 效应 呢 ? 


在 x4 =ict 的 变换 下 ， 相 对 性 力学 的 险 密 尔 顿 雅 可 比 态 
程 也 变 得 非常 整齐 
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Sx, Sx. Sx. Sx, +m?C?= 0 (230) 
MARRAREN ?可 以 有 许多 平行 的 泛 复数 虚 单 位 ， 那 
么 除了 我 们 感知 的 现实 “椭圆 世界 * 所 对 应 的 变换 x = ict 外 ， 
当然 也 可 能 存在 x4 = ket "Magy db FRU. x.-jcHü Ud 
世界 ”等 等 。 对 一 般 的 情况 下 变换 x, = ect， 其 中 e 可 采用 
任意 泛 复数 的 基 。 也 可 能 构成 各 式 的 新 时 空 。 

猜测 28 一般 时 空 是 均衡 的 空间 ， 在 某 种 机 制 下 ， 会 产生 时 空 穴 
换 * = ect， 然 后 由 对 应 的 感觉 构成 一 种 时 空 . 

另 一 方面 ， 在 (xi, xs, xs, x4) 均衡 状态 下 ，xs 可 
进行 变换 ， 其 它 各 度 也 同样 可 进行 变换 , 一 个 粒子 进行 
了 变换 xs =ict, 它 就 表现 为 i, xa, xs) 中 的 粒子 ， 
x, 上 表现 为 时 间 。 如 果 进 行 变 H *: = ict， 它 将 表现 为 椭 司 
空间 (Xas Xss X4) 中 的 粒子 ， 而 在 x: 上 表现 为 时 间 ，. 

由 于 距离 ds? dei edi edid + gxi 的 不 变性 ， 上 述 变 
换 ， 如 x1 = ict， 则 表现 为 


Cn) ce UD UE n) 
(231) 
某 些 情况 下 ， 如 经 典 电磁 波 时 ,将 有 ds/dt= 0 ， 这 时 粒子 速 . 
度 表现 为 光速 。 这 种 速度 是 在 空间 Gi, xa, xi) 中 表现 
的 。 
当然 ， 由 维 距离 ds 的 物理 意义 究竟 是 什么 ? 变换 x = ect 
的 物理 机 制 又 是 什么 ? 现在 尚 不 清楚 . 但 我 深信 ， 随 着 人 类 
认识 的 不 断 深化 这 些 奥妙 的 东西 将 逐步 被 人 们 所 了 解 ， 


RAL COD 中 的 -9 是 粒子 质量 的 一 种 标志 . 
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3 BA 


IPS +y- 0 ENAA IAM 2 E E E 
其 扩展 方程 组 形状 分 别 是 什么 。 | 
2 方程 p(y)g(z)y =r( 纪 8s(z)， 在 抛物 数 中 广 域 扩展 方程 是 
什么 ? 自 设 具 体 的 p?、4、r、s 并 试 解 这 一 方程 组 ， 
3 方程 0。= Vy 在 椭圆 数 中 亚 广 域 六 展 与 广 域 扩展 方程 组 是 什 
4t 
(04 方程 "+z= 0 在 一 般 放 复数 8(e) 中 广 域 扩展 方程 组 是 什 
4r 试 求 这 组 方程 的 解 ， 
5 ” 试 求 椭圆 抛物 变量 7=z2 + gii zie 到 证 的 解析 冰 数 Fn) 
所 能 满足 的 广义 0 一 R 方 程 组 
6 求 变 最 8= (z2 + y) e (22 - y2)i 22 yi err n f CS) 
满足 的 广义 0 一 方程 组 以 及 它 形成 的 与 路 径 无 闪 的 积分 。 
7 ” 求 一 般 博 况 的 泛 复数 8(e) 中 的 变量 
S; n=zfeit zeste ttres 
的 解析 函数 jn) 所 满足 的 广义 CO 一 BR 方 程 组 ， 
8 求 方程 的 032+U3z =20x*TUy: 的 特征 泛 复 函 解 ,这 种 解 
的 分 量 应 满足 一 组 什么 粒 的 方程 组 ? 
9 试 求 方程 组 
U.-V,-0 
U,*V.-0 
JEREM- 0, O«o«i HEX BA 
U-z2-z. V=0 
的 解 . 
10 试 求 方程 组 
P,- Qu = R: 
P= Q. = Ry 
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Py= Qe= Rs 
ERBE z=y= 0 -1KS LELER 
P=0, @=2? R=0 


T 试 求 满足 下 面 波 动 方程 的 前 9 个 多 项 式 : 
Ui? Ux? +Uy? 
12 ， 试 号 出 满足 下 面 方程 组 的 全 部 线性 无 关 的 二 次 多 项 式 。 
U,-U,*U,-0 
Ux3 +Uyz2+U22= 0 
135 试 在 特征 方程 A9 FPR 
e;7e271 es=0 es=w2c 
则 电磁 场 的 生成 元 n 是 什么 形状 ? 如 果 生 成 函数 P=1, Qn, 
R= 0 则 是 9 什么 ? 加 和 8 各 分 量 是 什么 ? 
14 RERED (197) 中 取 双 上 曲 数 妃 中 的 数 
e1= ez=es= 力 ed=w8e i | 
则 电 磋 场 的 生成 元 应 是 什么 ? 如 果 取 生 成 函数 Pan, 9-2 R= 
e', lio S311 
1 ipm un A. | 
18 ”分析 13 和 14 题 中 电磁 场 的 各 相 速 度 和 光线 速度 . 
io 试 导 引进 一 新 变量 ， 即 令 m2c? = (27) ”的 方法 ， 求 哈密 尔 
8i —TERT TCU ES 028 ER 
18 CctiEGTSNTRSIEAEA Q15) H, $ 
e1=e2=e3=l; eq7 js 917 1, 32=0 
试 导出 它 的 复 解 ， | | 
i9 在 克 某 因 一 哥 登 方程 的 泛 复 函 解 (218) HS e= es = es 二 
l. e 26, e17 02 1， 求 由 的 实 解 。 
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附录 ” 赋 范 空间 与 巴 拿 夫 代数 


定义 ”线性 空间 E 中 每 个 元 素 4 均 有 一 个 实数 4 上 和 它 
XE. HAE 

®© lallzo, i HbBSs- 0f, liall-0. 

®© liall= ileall, AEC) 

®© lartbl<lall * bil 
出 称 也 为 线性 冉 范 空间 。 |a || 称 为 < 的 范 数 。 

对 线性 赋 范 空间 E 中 可 以 定义 两 点 闻 的 距离 

ola, b)= la- bl 

用 它 可 以 构成 距离 空间 。 — 

线性 空间 了 是 完备 的 ， 是 指 EPE R I | a- an l> 0 
(n, n>) Nja., 收敛 。 也 就 是 存在 <cE 瑟 ， 当 2>co 时 。 
ila. -al >00. 

完备 的 线 竹 贼 范 空间 叫做 巴 拿 赫 空间 。 

定义 :一 个 巴 拿 赫 空 间 E 如 果 定 义 了 乘法 cpE 互 ， 且 还 
WE 

®© labl<llell bli 
则 把 叫做 巴 合 赫 代 数 。 

巴 拿 茵 代数 中 条 件 @ 实 质保 证 了 这 种 代数 系统 的 元 素 对 
RARES. B | 

gte) (b +e) || < liabil + il eza ll + iieb li 
+ || e1€2 || = |l ab || +e 


许多 例子 可 参看 泛 函 分 析 书 。 
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习 m 一 
D 1-4j 4) 1-8k 
， 2. 1 
®© $2463 D Tae 
$ J D 3 9 
2,1 E ; 
5 十 一 D 45-4 
5 2*3? 8 t 2 (3+5) 
在 C 中 z=0, z=Ł1, z--i 
EPH z-20, z= Ł1, z-Àk, 
在 H 中 2=0, z=Ł1, z=Łj. 
a - Bo 
«?€Cpp? 


(D ÆC, P. HRS E E 半 平 面 (不 含 实 轴 ) 
在 C 中 是 两 直线 y= tr, 在 P 中 是 庶 轴 ， 在 万 中 为 原点 ， 
在 C 中 是 一 个 加 x?+y?=5?， 


”在 P 中 是 两 条 平行 线 z= 士 5， 


EHRERARER 7,- Dori. 


十 va (l+ P ky. 


a 
在 C 中 为 6 
在 P 中 为 10 
在 召 中 为 14 
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12 (D 136i ?- 13(c059 + isin9), 0=arctg— 


D ek=1+3k, 


@ 8e4e -B(ch0 — jshb), Osaniž, 
D €. v5 e=, 5 (cosü  isinB), 0= atots, 
k 
P, 2e, =2(1+ ÉJ. 
2 
H, V3 ef* - / 3(chü4 jshü), 0-2 rho. 


14. D 1+2k 


inRr 1 1 5 xnl 5 
A h—arth—— ~ jsh—arth- 5 
Q ?V18(c Ba 13 js zar i3 ) 


17，z 往 三 种 平面 都 表示 一 个 园 ， x?+y2= 1 
WW 在 0 表示 一 个 阅 vw?+v2= l. 
在 了 中 表示 一 个 椭 回 (24-1)?+v?= 1, 
在 吾 中 表示 一 条 线段 4=1，-1&v&1., 


20. chnð= odch*0+ c2ch*-305h20-- c4ch* -40sl 8 .+ 


p 0o % 为 偶数 
:0o"-1chbsh*-10  nJg:b 


shat = olch* 7 Mdshü + p? ch*730sh30 + gSch* o 50shS0 +--+ 


al ctieh 0sh*-16 nn 为 偶数 
\ersh*0 n E 
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3 RH 二 


1. D (a? e2B8y) * (4?  2aB)e (8? + 2a 9)e? 
® lüa-eren 
2 
so ave 
dq t 3 (1- ec e?) 


2. 2750, 2=1, 2=e, 2= 82， 
4. C, m i, es e?, ie, ie? t 
P; 1, k, e, e?, ke, ke? 


H, 1, jJ e, e?, je, je? 


5. ®© 2-4j-ij Q -2ir2k-2ik 
& 8i 10i 4) —(-i-k-ik) 


6. z= tls z= ti; z= +j, CES 


T. vatBit- 十 天 十 Si = P+ Qi+ Bk Sis 


其 中 ， P=+ lov Evai pita Q =+- VI aripi e 


v2 Vo 
R= + VPI? S= + P10 
EP aa2+B2 9v ai? 

13. D 4(e3+e’+e) 9?) 3e?+1 


J 题 三 
1. PREIE a-atüetye?tb5e? Qa, B, ys CHR) 


A4 


HR a5). 5244.55 eie e 


A A A 
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I mo EE 


b 


cn 
M 


HET a= ^it Azet Aze? Me 


la 8 y Bi 
y Ba è| 
ò y B a 
G-1, 2, 3, 4) 分 别 为 A 的 第 一 行 元 素 的 代数 余 字 式 
标准 正 交 基 为 
ej 7-4 DG - 0) 


"T =Í (e+i)(e? -1) 


os = -于 (ea+1D)(e-1) 


Q4 = (ent 1)(e+1) 


(D 2-*6e45e?—3e? — 10e* © e 
^ (1—6ec-0e2—....—p'9L 

Q sue 四 人 e 
1-e+te2 一 .…… 十 B cl 


C、P 中 为 0，1 

HEAO 1, L0*3» l0-J) 
NIRA 1R Ote), 
FROGE EXEC 


€ 
it 


5 (67 Dle-2) 


03 


il 


- p(er 1)(e-2) 


os =$ (e+1)(e-1) 
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Ae 


J AB 四 


G (az—ez)eict (bz —ez)e2 * (ay * bz)eies 
t(az*caeies + (ey - bz)eses 


Qj (z3—3z2?— zje} + (y? — 3gz?)e2 + 6zyze, ezez 


* 3z (4? — 22)eie2 * 3y (2? — z?)eZe» * 3a?zees + 8g? ze2es 


3. 


M. 


L 


(a? 十 n 
a 


t? 2 
2 4 (z?+ - ze + 2ryeier 
a 


*2zzejea3 t 2vteie1 + 2yze»es + 2ylese4 + 2zlese4 
% 阶 整 基 的 数目 有 22+ 1 个 
一 阶 。 0j, È29 E35 £4 


一 < " 
TB. e182, 0:05, 0104, 0265, 0204, C324, CZs e7 


3? e 


i. 
三 阶 ， eei. eiet, ele?, esel, eset, ezels eže,» 
€le4» eije205, E102€4» eieseas ezesea 
-MERELT a28. AB|SCR GUT. 

整 基 形 状 为 egeges ~ 

其 中 0 委 o 委 4， IKs S3, 7 为 非 负 整数 . 


在 C 中 ， Yig7^ 7217 via T YS 0 yl 


eie, 


Y29771 

APh vi syja= inyi yO 
Yi? Yis7 y$ 71 

在 H 中 vyi,Tvl.-vyli2v8.70. 
Yi? Tia = yji 7 Y327] 

© 5 @ -8 


x Bon 
fica &Bhey) fa=3(a?B+yB?), fio 3(aB* va?) 
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2. q(r)-i(1* J)z?—(it 9 iDmu + (1 d iJ) 
y(z)2 -it 3- ij . 
atBtyX1Ea-1. B. y IRI RS 


3. 
4. 0, otto? (É, £C RD | 
5. 2m 1 个 线性 无 关 的 t 次 二 维 该 动 多 项 式 . 
6. zmesherprice, i=l; 2, c» n, 
9. 在 # 阶 正 交 数 中 

in(1*z)- $ 5 CODU zre, 

k=l 4-1 k 

-:(3y1.$ 2. va 2 
10. AG) To aco 555! 3< llc <5 
Te HiQgy-et E:(2,9)= e" (er 1) | ， 


14. sin(z-cg)-sinz + kycosz 
cos(z + jg) - coszcosy — jsinzsing 

15. sh(az-cig)-shzcosy t ichzsing 
ch(z-4 Ey) = chg + byshz 


2 
18. cosa-(fsina)e- (ysina + E -cosg)e? 


17. arcsin(z 4 ky) - arc sing + 3k 
v 
arth(z + ky) - arthz 4 — i k 


18. Lii) s inv/2 € i( o e 200) 


LaQ+j)=in fta jl +jarthl 
La(l4i)-k 
19. v at BJF kt Bi c P - Qj « RE- Sjk 
其 中  PellQ/a68 +va-Ñ), Qokl(aB-va-B). 


a(Py*Qb)-8(Qy * Pb) SS- a(Qy* P3) - (Py * Q9) 
2(a? — B?) 7 2(a3— B?) 
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21. 


22. 


23, 


J 题 六 


20bu-(a?*57)v-2 0, Ei. 


u-r)-jrg? v-3z?y t y?, 
T -5 "Q el*f-iz-(echt — 1) * jeshl 


DD 原 函 数 实 部 为 sins EWJ gcosz 
积分 的 实 部 为 [osse tms f - ysinz )da4 coszdg 


D 原 函 数 实 部 为 chzxchy 碟 部 为 shzshy 
洪 分 的 实 部 为 shzehyaz + cheshydy 
旧部 为 | azshyaz + shzchudy 
1 2 Hu 
 4ü-e-e?) D 0 
© -于 (2+ Q -sh2i 


f(z) 的 根 集 为 2= 4z=a+Bjlc+B=2， a, BER} 

9(z) 以 1- z 为 原 模 的 准 根 集 为 
Z-(Z-a*B3|la t 820, a, PER} 

(243) -(1- Je- e* R(24 14)+ (19 à)e - (1—-n)e? 

^, LER, 


c rol1 
1+a(1+ 作 其 中 as 卫生 


Z=z={a+Bh] z=2nr 十 ,6 为 任意 非 零 实数 ,n= kl 
E2 eee 
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习 题 七 


Us — Vy=4au— 4Bv 


iv. *Uy-1Bu-t4oav 


= 2 - Jy 
其 中 a RETE B Sip 
" jvy= 2v 
(us -uy =(a~p)u -av 
其 中 accos(z y) B=e"'y 
TIRPUEPDELM 
4. | J 


ivs- uy= 0 
其 中 w=utjv w*l=w, w*?=u~ jv 
5. a= F,G*" — F Gr 


po. FuG-FG, 
FGe-pegG || rpa*v-reiG 
As F.G-EG. B-- F,G*?-F*"G, 
FG*: — F*G FG*?-—-Fr*26G 


Ur = Vy+ 2 
uy = -Vr + 2u: 


8. (R-Q)tc(Q- Pa *& (P-R)4-0 
(P-R);+(R-Q)+(Q-P);=0 
(Q-P}r+(P-R},+(R-Q);=0 


11. ® -4 Q 0 


14. HUS e?) 
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习 题 A 


5。 v-(v!, v2, v?) 

其 中 v!e2? 03-62 —3(&£!6 4 128 £ C?) + 6EnC 
v? 23CE?(C— m) e n?(E— £) c C£*(n— EN) 
v3 «3(E*n tn? 4 C28) — (E3 +n? € C? + GEnC) 
f(z) - à? - (E ne Cet)? 

6. 流 函数 


= (282 -tè - 2) + (20t - En - ED) + 1 25- 


势 函 数 $-(&£-»)2E-(n*£) - D 
7. v-(ol, v?, v?) 
其 中 v! - Sz? — 32? 

v= 0 

v? = 一 8627 


Ff) = (2z3 一 3227)e3+ eee 
9， 广义 C 一 有 方程 组 为 
|P.-Qy 
(Py - 8, 
LIBE 
(Ry -Q. 
T. 独立 & 阶 多 项 式 解 的 个 数 为 28+ 1 
M. — 四 阶 方程 为 
Wy, -10Wgy?g - 21W 2? gy? -16Wz?y -5Wa*- 
一 阶 方程 组 为 
(Py *88, = 0 
|Qy- P. * 168, 0 
| R,-Q.*218,- 0 
wSy-E,t*108,- 0 


-o 


0 
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其 中 已 、@、R .8 是 由 示 性 方程 ed+ 10e3+21e2z+l6e+5= 0 所 
釉 定 的 解析 冰 数 的 分 量 , 

15. Uu, =u; (æ+ye), vio vu(mtye) 

Rm, i21, 2, 31 (1+e2)2= 0, 

19. P.-Qy,, Q,- Ry, Ro 8,, S. Ty, T.-P,- 


J B 九 


1， ERY JE: y=u+tjv. 
u'+u=0, v +v=0 
广 域 扩展 : y=utjo, 2-0 jE. 
Urtu- 0, uU; -v—- 0, vc tvo—- 0, Decr 0 
2. 4 r=b+Ek, y=u+vk, po pi(u,v) + kpa(u,v) 
gq= qi(6,5) + Ego (6,E), mo riQu o) e Ero(u,v), 
s= 81(t,E) & bez (C,E) 
M) 21918: 2 0181, W= O0, 2:917 i81 


: (fida + P191) t +t P191V0 = 7132 + T2581 
PU) a (5, 

由 | Raf gE 可 

3 亚 广 域 扩展 ， u-Pc-QG P.-P,, Q.-Q,. 


URIE. vu Pt Qi, z-a*Bi, y= yi. 
P-P4-2Q;-Q, Pe=Pa=-Q.=-Qy. 


4. S z-mzie)tagzoe2 tco 4 wisers 
y-79leit y?eo t ^J" e.. 
k Y gk - 
得 Yes 二 YE 0 
y= zy 
24,,-1*! 
5. f(n) =P+Qi+ Ret Sik 


Psíz-Qy/y 7 Rg/z- 8i/t 
s 194 >» 


EET 


Qs/a- -Pylb-GS./z--Rijt D 


R./a- Sy/y, Pe» Qu 0 N 
Se/z= — Ry/y, Qe=P:=0 
$. i(OsPtQir Rj« Sij i 


yP. +Q + xR: = xPy- ry + IRy 
—-gP.tyQ.tzS.-aPyczQy tySy 
Ps tyR.+ySe=yPytrRy- 28, 
zQa -R ryds Qu sRa e esy 


je *Qi- Ri - Sijddt(a? - 4?) * (z?- y?)i ^ 224 2 


7. f(n) = fleirt f?es ^ t f'e,. 

$ „m k = x m k - 

a ef ei fs /yy 
Ci, j, m=1, 2, ‘71) 


8. f(n)=f(z+ye)=P+Qe+ Roe? & Se?, (1-02)? - 0, 
P.-Qy, 28, * Qu. - Ry, R,-8,, - 8, P, 
8. C, u-z*-g?- c 
已 ，4 = 22 一 2 :9= 22 一世 
H, =g? +y? -g i 
10. P=z2+2yz, Q=2?+2ry, R=8?+?2rz. 
Tl. a, zs d. t, n2, y2- v2 ng, Yb, tz. 
12. g?-y?-2ez+2yz; 2ry-2rz-y?+tz?. 


^5 1 
18. "-z-g-v2e, p=- -.Qen? 
, Js ) 


H-(-V2, -2Và(ztg)-4ct, 0) 
B-(0, 0, 22-29 - 2V/ 20-1) 
M. n= 8ectv J(a t y * z) 


_ i 


n+e )i 


p= 


*.195 . 


1 1 
二 = — Ci „y= -el 
15. d z-a + v£ y V 


Q drs 四 -= dz = Ir 或 于 实 空 间 中 仅 对 第 三 分 量 有 光线 = 


TEST2) 
da= dy = do = oI det. 


16. (9 a:-y: Svr 2:7 05 (7)t 


17. S-S(aie1 t 2202 2363 ^ t4e4 t 1505) 


Y 9g 
pA *" LEN - 
其 中 efeel 6eiltejltel- 0, p = 十 me 


18. Wn) =erpaLlijt+ilz+y+z)] 


= (cosat + jsinat) [cosa(z +y - z) F isina(z t gy € z)J 


三 一 2m» 
i " 3k 
13. J= 2ces 上 cotch "(x +y+ 2) 
? i ! MaC 
其 中 R= 
$2 -isint otsh o (a gi) 
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后 记 


许多 实验 物理 学 家 今天 同 祥 对 接受 在 理论 物理 学 家 的 语 

言 中 傅 来 念 流行 的 很 深奥 的 数学 感到 犹 耶 不 安 。 
一 一 杨振宁 

这 本 书 是 想 把 作者 罕见 的 繁花 似 锦 的 世界 一 角 的 影 象 散 
献 在 大 家 面前 。 为 了 让 更 多 的 人 能 欣赏 这 幅 图 景 ， 我 力求 使 
它 不 需要 艰深 的 预备 知识 ， 而 只 对 泛 复 函 作 最 基本 的 概述 ， 
现今 许多 杰出 的 工作 未 能 包括 在 肉 。 文 献 中 许多 深刻 的 结 
果 ， 读 者 可 自行 阅读 。 

复 变 函 数 对 科学 的 巨大 作用 已 众所周知 ， 作 为 复 函 推广 
的 泛 复 变 函 数 就 很 可 能 给 专业 人 员 增添 一 种 新 工具 ， 使 之 在 
解决 某 些 问题 时 更 为 方便 。 因 此 请 大 家 原谅 ， 这 竺 就 没 追 求 
那 种 纯粹 数学 的 过 分 严 诺 。 因 而 也 就 浴 脱 了 那 种 令 人 犹 叉 不 
安 的 深奥 后 数学 语言 。 

所 谢 人 类 对 某 一 问题 “求解 ”， 即 是 将 未 知事 物 由 已 个 
某 些 性 质 的 东西 表达 出 来 ， 如 三 次 代数 方程 的 解 用 根 式 表 
达 ， 二 维 调 和 方程 的 解 由 复 变 解析 函数 表达 等 等 。 因 而 ， 人 
类 已 知名 东西 越 多 ， 材 料 就 越 丰 富 ， 用 以 表 运 未 知事 物 的 万 
式 就 更 加 多 彩 ， 道 路 就 更 为 宽广 。 泛 复 变 酌 数 也 试图 在 人 类 
知识 大 厦 中 谱 添 一 种 材料 ， 随 时 可 以 备 册 。 

当然 ， 每 个 人 都 可 以 根据 自己 的 爱好 和 需要 来 选读 有 关 
章节 。 例 如: 对 代数 不 感 兴趣 的 谈 者 可 越过 第 -- 365 DNA 
浮 较 熟悉 的 数理 工作 者 如 需要 掌握 一 些 内 容 作为 工具 ， 那 么 
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只 要 选择 各 章 中 的 典型 例子 看 看 就 可 以 了 。 

希 尔 伯 特 曾 指出 ， 上 只 要 一 门 科学 分 支 能 提出 大 量 问 题 ， 
它 就 充满 了 生命 力 ， 这 本 书 还 写 进 了 由 于 种 种 原因 作者 所 未 
完成 的 猜测 和 一 些 课题 ， 这 些 可 能 引起 读者 的 研究 兴趣 。 

这 本 书 只 是 在 一 片 广 者 无 塌 的 沃土 上 引进 了 一 点 种 子 ， 
而 各 种 新 苗 的 培育 ， 期 待 着 大 家 的 耕耘 。 我 深信 ， 这 些 果木 
定 会 在 关心 它 成 长 的 人 们 手中 出 现 许 多 珍 中 多 彩 的 品系 ， 获 
得 丰硕 甜 宰 的 果实 。 

人 类 对 自然 之 神 所 赋予 数 的 运算 的 认识 是 从 加 减 乘除 开 
始 的 。 而 实数 和 复数 在 这 些 运算 上 的 演化 就 已 使 人 类 建成 了 
现在 光怪陆离 的 科学 世界 。 作 者 深信 , 书 中 所 引入 的 更 为 广泛 
的 其 有 原始 运算 加 减 乘除 性 质 的 泛 复数 ， 定 将 在 人 向 “ 神 ” 
过 没 的 历程 中 扮演 着 一 个 重要 的 角色 。 

KERARI! 您 也 许 感到 这 些 在 您 中 学 时 代 教 科 
书 中 的 内 容 太 幼 稚 了 到 。 但 请 原谅 ， 自 然 之 子 的 人 类 现在 还 
是 处 于 楷 昧 时 期 。 我 们 就 是 这 样 艰难 地 沿 着 布 满 斌 埋 的 小 路 
踏 跟 地 一 步 一 步 走向 光明 与 希望 的 哟 ! 

朱 静 航 老 师 的 教诲 ， 吴 学 谋 先 生 的 指导 ， 衣 荫 应 、 汤 正 
I GG. FÈR DOES. FRH, AZZ, TER. di 
i. RER WRAK SEORIAERISCdpaRBS DNE, EKE 
A GPTOBISY X. HPA DERECEDE. dcn 
马龙 军 同 志 做 了 大 量 工作 ， 习 题 答案 也 由 他 做 出 ， 

RAK RET, FRA, RAR, RBA, MEE, 
李 藤 昌 、 张 海 权 等 老师 在 我 的 成 长 中 给 予 了 长 辈 的 关心 和 扶 
植 ， 在 此 一 并 致 久 说 意 。 
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